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摘要: 通过设计和制造具有介电介磁性质的材料, 进而实现对电磁波的调控, 是
超材料领域的研究目标之一. 共形变换 (Comformal Mapping, CM) 和变换光学
(Transformation Optics, TO) 为超材料性质的理论设计提供了普适的方法和原
则. 使用各向异性介质反射与透射所设计的梯度超构表面 (Gradient-index Meta-
surfaces), 能够基于广义 Snell 定律改变电磁波的传播方向. 本文对共形变换和变
换光学的理论进行了介绍, 基于两道题目讨论了两者在电磁学中的实际运用, 并
讨论了两种方法引用与超材料设计的操作流程. 随后讨论了梯度超构表面的理论
与实际实现. 然后使用COMSOL对两种方法设计的柱状隐身衣进行模拟并对比, 发
现共形变换设计隐身衣因阻抗不匹配与局域化的原因产生了显著的能量散射. 最
后基于梯度超构表面, 对共形变换所设计隐身衣进行改进, 结果显示能流散射显
著减少.
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1 引言

共形变换 (Comformal Mapping, 后文称 CM) 和变换光学 (Transformation
Optics,后文称 TO)在超材料设计中具有普适指导意义. 共形变换 [1]基于Helmholtz
方程, 通过调节结构折射率, 实现在二维平面内对 TE 波 (Transverse Electric
Wave) 传播路径的控制. 变换光学 [2]通过建立两实空间的映射, 设计两空间电磁
介质属性 (介电常数, 磁导率) 的关系来保持两空间中 Maxwell 方程形式不变, 从
而实现对电磁场分布的调控. 理想的各向异性介质层堆叠有复数反射率与透射
率, 通过设计与之电磁介质属性相符的超构表面 [3] , 可以实现对反射与透射电磁
波的散射率和相位控制.
设计电磁波隐身衣是超材料领域最吸引人的实践之一, 我们可以在 CM 和

TO 的指导下设计出性能不同的隐身衣, 也可以通过其他方式设计, 如相位梯度
表面组合零折射率材料 [4] , 利用多粒子系等离激元共振耦合降低散射率 [5] , 或利
用抗磁-铁磁复合表面实现磁隐身 [6] .

虽然前人已经开发了许多用于研究电磁体系的理论方法, 但是有时体系过
于复杂 (如位形设置难以理论处理, 参数关联过多等) 难以进行有效的理论求解,
或因实验上的种种限制难以对已有理论的正确性进行检验. 相应的在计算物理
中, 有限元方法 (Finite Element Method [7] , 后文称 FEM) 与时域有限差分方法
(Finite Difference Time Domain [8] , 后文称 FDTD) 常用于数值求解复杂电磁体
系问题, 并能得到较高准确度的结果.

本文首先分别阐述了 CM 和 TO 的理论推导, 并两者应用于求解电磁场体
系 (平行圆柱极板 [9] , Touching Spheres [10] ), 辅以COMSOL进行模拟以验证理论正
确性. 然后阐述了各向异性介质层调控电磁波相位的原理和相应的物理实物实
现 [11] , 并使用COMSOL对文献 [3]中相关结果进行复现. 之后基于 CM 和 TO 推导
了两种方法的隐身衣设计 [12] , 并进行了详细的COMSOL模拟, 对比了两者的实际隐
身效果, 发现 CM 所设计隐身衣因阻抗不匹配和有限大的原因存在明显的能流
散射. 对此, 我们基于前述相位梯度表面, 在Mathematica辅助下从理论角度设计
了 CM 隐身衣的相位梯度表面, 并在COMSOL中建模验证, 结果显示加入相位梯度
表面后, 能流散射显著减少, 隐身效果得到提升.

本文中提到的补充材料, 请见补充材料文件夹.
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2 共形变换

共形变换 (Comformal Transformation, CM)或称保角变换,即映射前后空间
中的两条曲线在交点处的夹角不变 [9] .
本章节将会简述 CM 相关的数学操作, 然后介绍利用 CM 求解静电场, 并

对” 平行圆柱极板” 的情形进行求解, 最后介绍 CM 用于设计控制电磁波的特殊
介质的操作流程.

2.1 数学基础

如果将二维平面 (𝑥, 𝑦)对应到复平面 𝑧 = 𝑥 + i 𝑦, 并用解析函数 𝑤 = 𝑓(𝑧)进
行映射 𝑧 → 𝑤, 则映射前 𝑧 平面上两交线在交点处的夹角, 与在 𝑤 平面上交点处
夹角相同.

在 𝑧 平面上给定一点,𝑤 平面必有一点 𝑤 = 𝑤(𝑧) 跟它相对应. 这样, 在 𝑧 平
面上每给定一根曲线,𝑤 平面必有一根对应的曲线. 在相应的两曲线上各截取相
应的一小段 (𝑧, 𝑧 + Δ𝑥), (𝑤, 𝑤 + Δ𝑤), 则有

lim
Δ𝑧→

Δ𝑤
Δ𝑧 = d𝑤

d𝑧 = lim
Δ𝑧→0

|Δ𝑤|
|Δ𝑧| ei(arg Δ𝑤−arg Δ𝑧) (2.1.1)

由此可见, 解析函数的导数的几何意义为: 它的模代表的是, 经过该变换之后, 无
穷小线段元 d𝑧 变为 𝑤 平面无穷小线段 d𝑤 的长度伸缩比; 幅角代表的是 d𝑤 相
对于 d𝑧 逆时针方向转过的角度.

由于 d𝑤/d𝑧 的值与 Δ𝑧 → 0 的方式无关, 因此, 如果在 𝑧 平面上有两根曲
线相交于点 𝑧, 那么在 𝑤 平面上也有相应的两根曲线相交于相应的点 𝑤. 在映射
前后, 两条曲线都逆时针旋转 arg 𝑤′(𝑧), 所以两条曲线交角不变. 因此解析函数
𝑤 = 𝑤(𝑧) 所代表的变换被称为保角变换.

2.2 求解静电磁场

Poisson 方程(2.2.1)在保角变换后形式不变 [9] , 变换后形式为(2.2.2).

∇2
𝑥𝑦𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦) (2.2.1)

∇2
𝜉𝜂𝑢 = 1

∣d𝑤
d𝑧 ∣2

𝑓(𝑥(𝜉, 𝜂), 𝑦(𝜉, 𝜂)) = ̂𝑓(𝜉, 𝜂) (2.2.2)

由于 Poisson 方程在保角变换前后形式不变, 因此可以用于求解静电/磁场
方程. 其基本思路为: 通过共形变换, 能够将原本难以求解的位形情况, 转化为易
于求解的位形情况. 在此情况下求解标量势, 并变换回原先空间中.

2.3 一道题目: 平行圆柱极板

本节对于一个简单的例子使用 CM 求解电场分布, 并比较 CM 理论计算

和COMSOL的模拟结果. 本部分理论计算见附件平行圆柱极板_理论计算和绘图.nb.
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考虑二维情况 (三维沿 𝑧 轴平移对称), 两个平行圆柱半径分别为 𝑅1 和 𝑅2,
柱轴相距 𝐿(> 𝑅1 + 𝑅2). 当向两个圆柱施加大小相等, 符号相反的电压时, 求解
圆柱外的空间分布.
通过查阅资料可以得知, 利用分式线性变换 (性质: 圆变换成圆, 对称点依然

为对称点), 可以将两圆柱变换成同轴圆柱. 具体操作为如下: 利用方程组2.3.1,
寻找对称点 {𝑥1, 𝑥2} 并做分式变换2.3.2, 将 𝑥1 变换到原点, 将 𝑥2 变换到无穷远

处, 形成两个同轴圆柱.

𝑥1𝑥2 = 𝑅2
1

(𝐿 − 𝑥1)(𝐿 − 𝑥2) = 𝑅2
2

(2.3.1)

𝑤(𝑧) = 𝑧 − 𝑥1
𝑧 − 𝑥2

(2.3.2)

(a) 变换前的导体位形 (b) 变换后的导体位形

图 1 变换前(a)与变换后(b)的导体位形的变换情况, 颜色相同的圆柱为变换前
后对照的圆柱.

变换前圆柱之外的区域被变换到同轴圆柱中间, 而后者区域的电场是容易求
解的. 因为 Poisson 方程在变换前后的形式保持不变(2.2.2), 故变换前后对应空
间的电势相等.

使用Mathematica绘制变换前后的导体的空间位形分布 (理论上) 如下二图,
图中网格颜色一一对应, 表明了空间之间的映射.
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(a) 变换前的导体的空间位形 (b) 变换后的导体的空间位形

图 2 变换前(a)与变换后(b)的导体位形及空间区域的变换情况, 颜色相同的线
条为变换前后对照的线条.

使用COMSOL模拟两个平行轴圆柱在空间中产生的电场与电势. 对比较小区
域中的结果 (整个模拟区域的中心部分), 我们发现电场线形状和电势符合得非常
好.

(a) 理论结果: 电场线和等势线分布 (b) 模拟结果: 电场线和等势线分布

图 3 中心区域内, 电场线和等势线分布的理论结果(a)与模拟结果(b)对照, 等势
线均为电势数值的等分绘图.

接下来在较大范围内对照根据共形变换理论计算出的结果与COMSOL模拟的
平行轴圆柱外的场强分布.
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(a) 理论结果: 电场线和等势线分布 (b) 模拟结果: 电场线和等势线分布

图 4 较大区域内, 电场线和等势线分布的理论结果(a)与模拟结果(b)对照, 等势
线均为电势数值的等分绘图.

我们发现在靠近模拟边界的区域, 电场与电势的分布逐渐偏离, 因此猜想这
是由模拟空间尺度偏小导致的. 可以想象, 假如模拟的空间为无穷大, 那么理论
和模拟将呈现完全相同的结果 (因为 CM 是对复平面内无限大面积区域的映射
操作). 但是在实际的模拟中, 我们只能选取有限大小的空间进行计算.

下图中绘制了理论计算与模拟结果的电势分布差值. 注意到在圆柱附近, 理
论计算与模拟结果的差异近乎为零 (最大约 1.0%), 越靠近边界差异越大 (最大约
5.0%); 且低电势一侧的模拟电势偏高, 高电势一侧的模拟电势偏低, 我们认为这
是由于COMSOL的” 无限元域” 选项无法很好模拟无穷大区域导致的.

(a) 中心区域的模拟与理论差值 (b) 较大区域的理论与模拟差值

图 5 模拟与变换所得电势相差的密度图, 中心区域(a), 较大区域(b), 端子为
±1 V, 图中颜色数值单位为 V, 横纵坐标为 𝑥𝑦 轴位置.
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2.4 共形变换构建超材料

共形变换可以创建二维映射 [1] , 因此我们考虑 TE 波在二维平面上传播的情
况 (电磁场的 E⃗ 垂直纸面), 如此情况下, 介电常数张量应当仅存在对角线项, 且
𝑥𝑦 方向对应项目的取值任意, 这里取 1.

进一步, 我们假设变换仅涉及磁导率的对角线项, 非对角线项在变换前后均
为 0, 磁导率为 𝜇 = 1⃗, 介电常数为 𝜖 = {1, 1, 𝜖𝑧𝑧}.

无源非导电不色散介质中, 电磁波由简化 Maxwell 方程组(2.4.1)描述.
强调阻抗不匹配

⎧{{{{
⎨{{{{⎩

∇ ⋅ D⃗ = 0

∇ × E⃗ = −𝜕B⃗
𝜕𝑡

∇ ⋅ B⃗ = 0

∇ × H⃗ = 𝜕D⃗
𝜕𝑡

(2.4.1)

考虑单色场, 通过代换能够得到仅包含 E⃗ 或 B⃗ 的 Helmholtz 方程(2.4.2).

(∇2 + 𝑘2){B⃗, E⃗} = 0 𝑘 = 𝑛𝑧𝑘0 = √𝜖𝑟𝜇𝑟𝑘0 (2.4.2)

我们关注 TE 波中电场 𝐸𝑧 分量的情况. 上述 Helmholtz 方程变为标量
式(2.4.3)

( 𝜕2

𝜕𝑥2 + 𝜕2

𝜕𝑦2 + 𝑛2
𝑧𝑘2

0)𝐸𝑧 = 0 (2.4.3)

通过代换 𝜕𝑥 = 𝜕𝑧 + 𝜕∗
𝑧, 𝜕𝑦 = i 𝜕𝑧 − i 𝜕∗

𝑧, 可以得到

(4𝜕𝑧𝜕∗
𝑧 + 𝑛2

𝑧𝑘2
0)𝐸𝑧 = 0 (2.4.4)

选取共形变换 𝑤 = 𝜉 + i 𝜂𝑤(𝑧), 可得

(4𝜕𝑤𝜕∗
𝑤 + 𝑛2

𝑤𝑘2
0)𝐸𝑧 = 0 (2.4.5)

其中 𝑛𝑧 = 𝑛𝑤∣d𝑤
d𝑧 ∣ 均为实数, 用于保持复平面 Helmholtz 方程形式不变.

相应的, 变换后的复平面 Helmholtz 方程, 对应的实平面的 Helmholtz 方
程(2.4.6).

( 𝜕2

𝜕𝜉2 + 𝜕2

𝜕𝜂2 + 𝑛2
𝑤𝑘2

0)𝐸𝑧 = 0 (2.4.6)

一般我们选择 𝑛𝑤 = 1, 则在 𝑤 平面内, 电磁场为平面波.
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通过选择合适的共形变换, 可以通过逆变换得到电磁波分布情况, 同时得到
对应的 𝑛𝑧(𝑥, 𝑦) = √𝜖𝑧(𝑥, 𝑦), 𝜖𝑧 为 𝑧 方向相对介电常数.

相应的, 以上选择带来的实空间电介质参数为

𝜇 =
⎡
⎢⎢
⎣

1
1

∣d𝑤
d𝑧 ∣2

⎤
⎥⎥
⎦

𝜖 =
⎡
⎢⎢
⎣

𝑛2
𝑤

𝑛2
𝑤

∣d𝑤
d𝑧 ∣2𝑛2

𝑤

⎤
⎥⎥
⎦

(2.4.7)

𝜇 =
⎡
⎢⎢
⎣

1
1

1

⎤
⎥⎥
⎦

𝜖 =
⎡
⎢⎢
⎣

𝑛2
𝑤

𝑛2
𝑤

𝑛2
𝑤

⎤
⎥⎥
⎦

(2.4.8)

𝑤 = 𝑤(𝑧) (2.4.9)

不难发现, 如上设定虽然能够很好满足对 Helmholtz 方程的控制, 但是其缺
点也是明显的: 只能在二维层面完成控制, 且会因所设计材料中阻抗处处不匹配
而产生明显的散射.
实际设计与映射选取将在后文第5.2章中提到.

3 变换光学

变换光学 (Transformation Optics, 后文称 TO) 一种设计超材料结构的方式,
通过设计具有特殊介电常数和磁导率空间分布的材料, 实现对电磁波的调制 [2] .

本部分将会首先介绍变换光学的数学基础. 然后运用变换光学求解”Touching
Spheres” 这一与等离激元共振相关的题目, 并在最后给出 TO 用于设计控制电磁
波的特殊介质的操作流程简述.

3.1 数学基础

我们希望严格得出, 空间之间单射 {𝑥, 𝑦, 𝑧} → {𝑞1, 𝑞2, 𝑞3} 前后, 为维持
Maxwell 方程组形式不变, 相对介电常数和磁导率应当作出的改变. 易知两者
将会随空间映射形式变化而变化 [13] .

在一个较复杂的体系中, 比如同时存在自由区域与金属区域的体系, 电磁波
在这两个区域的特征是非常不同的. 电磁波在自由区域的波长相对较长（约几千
埃）, 而在金属中, 电磁波以极快的速度在表面衰减, 只能透过几埃厚的区域. 这
意味着, 如果我们使用均匀网格研究整个空间中电磁场的特征, 难以找到兼顾两
个区域的合适的网格尺寸. 为了研究结果的精确度, 一个可以考虑的选择是按照
最细的要求划分网格, 但是在电磁场变化缓慢的区域, 密集的网格会造成算力浪
费.

理想的方法应该是: 设计非一致的网格, 以适应不同区域电磁场的特征, 通
过坐标变换, 将网格的特征通过特定的 𝜖 和 𝜇 反映出来. 至此, 我们可以将该问
题分成两个部分: 坐标变换, 变换后的 Maxwell 方程成立.

9
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写出一般的坐标变换公式:

⎡
⎢⎢
⎣

𝑥
𝑦
𝑧

⎤
⎥⎥
⎦

⟹
⎡
⎢⎢
⎣

𝑞1(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑞2(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑞3(𝑥, 𝑦, 𝑧)

⎤
⎥⎥
⎦

(3.1.1)

对于一般的坐标变换（不失一般性,假设坐标变换可以用解析形式表示出来）
, 在笛卡尔坐标中均匀的网格会发生弯曲.

∇ × ⃗𝐸 = −𝜇0𝜇𝜕�⃗�
𝜕𝑡 (3.1.2)

∇ × �⃗� = 𝜀0𝜀𝜕 ⃗𝐸
𝜕𝑡 (3.1.3)

如上 Maxwell 方程, 在变换后可以写成如下形式:

∇𝑞 × ̂𝐸 = −𝜇0 ̂𝜇𝜕�̂�
𝜕𝑡 (3.1.4)

∇𝑞 × �̂� = 𝜀0 ̂𝜀𝜕 ̂𝐸
𝜕𝑡 (3.1.5)

̂𝐸, �̂� 表示修正后的电场强度和磁场强度, ̂𝜀, ̂𝜇 是吸收了空间变化特征的相
对介电常数和相对磁导率（张量）.
线元的长度为

d𝑠2 = [d𝑥 d𝑦 d𝑧]
⎡
⎢⎢
⎣

1
1

1

⎤
⎥⎥
⎦

⎡
⎢⎢
⎣

d𝑥
d𝑦
d𝑧

⎤
⎥⎥
⎦

= [d𝑞1 d𝑞2 d𝑞3]
⎡
⎢⎢
⎣

𝑄11 𝑄12 𝑄13
𝑄21 𝑄22 𝑄23
𝑄31 𝑄32 𝑄33

⎤
⎥⎥
⎦

⎡
⎢⎢
⎣

d𝑥
d𝑦
d𝑧

⎤
⎥⎥
⎦

(3.1.6)

其中

𝑄𝑖𝑗 = 𝜕𝑥
𝜕𝑞𝑖

𝜕𝑥
𝜕𝑞𝑗

+ 𝜕𝑦
𝜕𝑞𝑖

𝜕𝑦
𝜕𝑞𝑗

+ 𝜕𝑧
𝜕𝑞𝑖

𝜕𝑧
𝜕𝑞𝑗

⟹ 𝑄𝑖𝑗 = 𝑄𝑗𝑖 (3.1.7)

沿着变换后某轴向的线元长度为

d𝑠𝑖 = 𝑄𝑖d𝑞𝑖 (3.1.8)

其中 𝑄2
𝑖 = 𝑄𝑖𝑖.

对于无限小面元, 可以将其视为平行四边形. 假设变换后轴向的单位向量为
�̂�1, �̂�2, �̂�3.
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(a) 视为平行四边形的无限小面元 (b) 斯托克斯定理中的线积分

图 6 对平行四边形面元(a)计算线积分 (b), 运用斯托克斯定理计算 ∇ × E⃗

电场 ⃗𝐸 在 �̂�1, �̂�2, �̂�3 方向的投影分别为

𝐸1 = ⃗𝐸 ⋅ �̂�1

𝐸2 = ⃗𝐸 ⋅ �̂�2

𝐸3 = ⃗𝐸 ⋅ �̂�3

(3.1.9)

运用斯托克斯定理

(∇ × ⃗𝐸) ⋅ (�̂�1 × �̂�2)d𝑞1𝑄1d𝑞2𝑄2= d𝑞1
𝜕

𝜕𝑞1
(𝐸2𝑄2d𝑞2) − d𝑞2

𝜕
𝜕𝑞2

(𝐸1𝑄1d𝑞1)
(3.1.10)

(∇ × ⃗𝐸) ⋅ (�̂�1 × �̂�2)𝑄1𝑄2= 𝜕
𝜕𝑞1

(𝐸2𝑄2) − 𝜕
𝜕𝑞2

(𝐸1𝑄1)
= 𝜕

𝜕𝑞1
̂𝐸2 − 𝜕

𝜕𝑞2
�̂�1

= (∇𝑞 × ̂𝐸)3

(3.1.11)

其中 �̂�1 = 𝐸1𝑄1, ̂𝐸2 = 𝐸2𝑄2.
在 Maxwell 方程两边乘同一向量

(∇ × ⃗𝐸) ⋅ (�̂�1 × �̂�2)𝑄1𝑄2 = − 𝜇0𝜇𝜕�⃗�
𝜕𝑡 ⋅ (�̂�1 × �̂�2)𝑄1𝑄2 (3.1.12)

将磁场强度写成逆变形式

�⃗� = 𝐻1 ⋅ �̂�1 + 𝐻2 ⋅ �̂�2 + 𝐻3 ⋅ �̂�3 (3.1.13)

协变形式为

⎡
⎢⎢
⎣

𝐻1
𝐻2
𝐻3

⎤
⎥⎥
⎦

= 𝑔−1 ⎡
⎢⎢
⎣

𝐻1

𝐻2

𝐻3

⎤
⎥⎥
⎦

=
⎡
⎢⎢
⎣

�̂�1⋅�̂�2 �̂�1⋅�̂�2 �̂�1⋅�̂�3
�̂�2 ⋅ �̂�1 �̂�2 ⋅ �̂�2 �̂�2 ⋅ �̂�3
�̂�3 ⋅ �̂�1 �̂�3 ⋅ �̂�2 �̂�3 ⋅ �̂�3

⎤
⎥⎥
⎦

⎡
⎢⎢
⎣

𝐻1

𝐻2

𝐻3

⎤
⎥⎥
⎦

(3.1.14)
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或写成

𝐻𝑖 = ∑3
𝑗=1 𝑔𝑖𝑗𝐻𝑗. (3.1.15)

将上式代入 Maxwell 方程,

(∇ × ⃗𝐸) ⋅ (�̂�1 × �̂�2)𝑄1𝑄2 = − 𝜇0𝜇∑3
𝑗=1 𝑔3𝑗 𝜕𝐻𝑗

𝜕𝑡 �̂�3 ⋅ (�̂�1 × �̂�2)𝑄1𝑄2 (3.1.16)

定义新的相对磁导率（张量）

̂𝜇𝑖𝑗 = 𝜇𝑔𝑖𝑗∣�̂�1 ⋅ (�̂�2 × �̂�3)∣𝑄1𝑄2𝑄3(𝑄𝑖𝑄𝑗)−1 (3.1.17)

并定义 𝜕�̂�𝑗 = 𝑄𝑗𝐻𝑗. 则 Maxwell 方程变为

(∇ × ⃗𝐸) ⋅ (�̂�1 × �̂�2)𝑄1𝑄2 = −𝜇0∑3
𝑗=1 ̂𝜇3𝑗 𝜕�̂�𝑗

𝜕𝑡
= (∇𝑞 × ̂𝐸)3

(3.1.18)

类似地, 通过引入张量相对介电常数, 也可以导出联系磁场旋度和电场变化
率的 Maxwell 方程. 坐标变换后的 Maxwell 方程可以写作

(∇𝑞 × ̂𝐸)𝑖 = −𝜇0 ∑3
𝑗=1 ̂𝜇𝑖𝑗 𝜕�̂�𝑗

𝜕𝑡 (3.1.19)

(∇𝑞 × �̂�)𝑖 = −𝜀0 ∑3
𝑗=1 ̂𝜀𝑖𝑗 𝜕�̂�𝑗

𝜕𝑡 (3.1.20)

相对介电常数张量和相对磁导率张量的变换规则为

( ̂𝜀𝑖𝑗, ̂𝜇𝑖𝑗) = (𝜀, 𝜇) 𝑔𝑖𝑗∣�̂�1 ⋅ (�̂�2 × �̂�3)∣𝑄1𝑄2𝑄3(𝑄𝑖𝑄𝑗)−1 (3.1.21)

上述流程即通过变换光学设计合适介质分布的方法. 即选定变换的空间映
射, 计算空间映射的度规, 基于度规计算前后空间中介电常数与磁导率关系.

以上方法可以将难以求解的三维电磁场问题, 转换为已于求解的构型. 形象
的说,即电磁场”嵌入”了”空间网格”中,将会随着空间网格的拉伸而拉伸,且过
程中通过改变介质性质的分布, 保证变换前后电磁场严格满足 Maxwell 方程组.

3.2 一道题目: Touching Spheres

在项目展示交流会中, 周磊老师提出, 两个非常靠近的金属球 (Touching
Spheres) 的辐射行为可以利用共形变换或者变换光学的方法进行研究. 据此, 我
们对相关文献进行了调研.

除了隐身衣等应用, 共形变换与变换光学还被应用于研究二维体系中表面
等离子体辅助现象. 文献 [10]利用切球坐标 (Tangent-Sphere Coordinate), 对一对
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相互接触的孪生金属球的静电特性进行了研究. 对于两个金属球接触点的奇异
行为, 文献 [14]提出了一种普遍适用的三维变换光学方法, 研究了非常接近的两
个金属体系中奇异点的电磁行为: 两个相互靠近的纳米级金属球在接触点处具
有极其有效的光收集能力; 以及单个纳米球与平坦金属表面接触时, 场强显著增
强. 该方法给出这些几何体系中电磁强度的解析表达式, 并证明了在包含奇点的
纳米粒子构型中, 辐射从远场转移到近场时, 表面等离子体模式 (surface plasmon
modes) 起到了基础作用. 接下来以相互接触的金属球为例介绍这一工作:

图 7 两个相互接触的金属球变换成为一对无限大平行板, 引用自文献 [10]

利用坐标变换 ⃗𝑟′ = ⃗𝑟𝑔2/𝑟2(其中 𝑔 为任意比例常数), 可以将两个相互接触的
球体变换成两个平行的无限大平面. 根据光学变换原理, 平行板之间填充介质的
等效相对介电常数随着坐标变换发生相应的变化 𝜀′( ⃗𝑟′, 𝜔) = 𝑔2

𝑟′2 𝜀(𝜔),具有各项异
性的特征. 根据坐标变换后的高斯定律

∇′ ( 1
𝑟′2 ∇′Φ′( ⃗𝑟′)) = 0 (3.2.1)

可以解出变换后的势函数

Φ′( ⃗𝑟′) = √𝜌′2 + 𝑧′2 ∫ d𝑘 J0(𝑘𝜌′) (𝐵+(𝑘)e𝑘𝑧′ − 𝐵−(𝑘)e−𝑘𝑧′) . (3.2.2)

为了研究变换前奇点的特性, 要求势函数在接触点处具有连续性, 在变换
后的坐标中, 它对应着在无穷远处势函数具有连续性. 由于组成势函数的零阶
Hankel 函数的特征, 无穷远处的连续性将导致在变换后的空间中, 坐标原点成为
奇点. 这一问题可以由适当的电荷分布解决.

研究发现,金属球表面场强随着方位角震荡增强,在接触点处显著增强,达到
104 量级, 这一结果远大于单粒子共振, 即周老师提到的” 两球接触处能够产生强
烈的等离激元共振”.
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3.3 变换光学构建超材料

变换光学建立了任意两个能够产生单射关系空间的” 保电磁场” 介质性质关
系. 不难想象, 我们能够将” 无限大均一各向同性介质中存在平面波电磁场” 的
最简单情形, 通过有限次数变换光学方法指导下的变换, 使得电磁场按操作者的
意愿分布. 如果能够找到一种变换, 将上述” 最简单情形” 与一空间联系, 该空间
中存在” 空位空间”(即对应变换奇点, 或无法从” 最简单情形” 中映射过来), 那么
该” 空位空间” 也就能实现” 隐身”(因为电磁波将不从中穿过), 同时也能依据该
变换的数学形式找到隐身衣在实际空间中的介电常数与磁导率分布.

实际设计与映射选取将在后文第5.1章中提到.

4 相位调制超构表面

在周磊老师组和浙江大学合作的文章 [4]指出, 使用超构表面控制波前相位
控, 搭配零折射率材料传递波, 可以达到隐身衣的效果. 我们希望采用文章中的
相位梯度超构表面的设计, 用于 CM 隐身衣的改进.

本部分将会定性介绍相位调制表面的数学推导, 给出本课题中所选择位形的
推导结论, 并通过COMSOL模拟检验了超构表面相位梯度的效果.

关于 CM 隐身衣相位修正的具体策略, 将会在第6节中进一步介绍.

4.1 原理简述

相位调制面板的结构类似” 三明治” 的 ABA 结构: 中间的电介质板上下存
在金属膜图案, 且应当注意一般三明治的厚度远小于需要控制的波长, 降低所需
考虑问题的难度. 当波长大于该图案尺度的电磁波尝试通过时, 上下面板的金属
片层将会产生感应电流, 且上下金属图案中” 反平行” 的电流分量能够等效成为
介质本地的磁导率.

图 8 ” 三明治”ABA 结构示意图, 引用自文献 [15] . (a) 与 (b) 为上下表面金属膜
形状, (c) 为中线剖面图, (d) 为所等效介质层示意图.
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文章 [15]和 [16]指出, 对于如上 ABA 三明治的超构表面, 可以等效为沿表面法
向堆叠的二维各向异性电介质块, 可以通过 FDTD(见 [8] , 即将空间划分三维正
方格, 通过格内电磁场的顶点选取能够方便计算旋度和散度) 进行有限差分计算,
可以得到不同图案在不同频率响应下等效的电介质参数. 如此可以通过等效的电
介质,理论计算出表面的散射性质,如反射透射率及其幅角,透射光的偏振性质等
等.

对于三维空间中的多层等厚无限大介质平板堆叠, 我们可以使用四阶转移矩
阵 [11]的方法, 首先计算介质内的电磁波本征模式 (通过 Helmholtz 方程), 其次
建立每层介质的入射出射波的关系, 将面板见电磁波的关系转换为转移矩阵的乘
法, 连接接入射波函数和出射波函数, 进而得到其透射和反射的物理性质.

4.2 数学推导

(a) 相位调制表面参数示意图 (b) 固定参数下的相位调制
图 9 相位调制表面参数示意图(b), 使用相位调制表面调整波前相位(a)

本课题相位调制表面的位形如图(a)所示, 为一平行于 𝑧 轴的无限大介质板,
处于背景各项同性介质 (可以理解为真空) 的环境下. 一单色波波矢为 𝑘0, 考虑
TE 波的入射情况. 对该背景介质中一厚度为 𝑑 电介质平板, 如图9(a), 取相对介
电常数 {𝜖𝑥, 𝜖𝑦, 𝜖𝑧} = {1, 1, 𝜖𝑧}, 相对磁导率为 {𝜇⟂, 𝜇∥, 𝜇𝑧} = {𝜇⟂, 𝜇∥, 1}, 其中垂
直 ⟂ 和平行 ∥ 均为相对电介质平板表面.

对于的位形设定实际上是文章 [11]中所考虑堆叠介质层的最简化版本, 我们
需要使用 Maxwell 方程计算 TE 波在其中的传播行为, 然后通过 Maxwell 方程
组的边界条件连接介质表面内外的电磁场, 即可得到介质透射反射系数与入射角
度等参数之间的关系.

在时谐场下的波动方程形式为

⃗𝑘 × (⃡⃡⃡⃡ ⃡⃡⃡ ⃡⃡ ⃡⃡𝜇−1𝑟 ⋅ ⃗𝑘 × ⃗𝐸0) + 𝑘2
0 ⋅ ⃡⃡⃡ ⃡⃡ ⃡⃡ ⃡⃡ ⃡𝜖−1𝑟 ⋅ ⃗𝐸0 = 0 (4.2.1)

化简可以得到
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⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑘2
0 − 𝑘2

𝑦 − 𝑘2
𝑧

𝜇𝑟∥
𝑘𝑥𝑘𝑦

𝑘𝑥𝑘𝑧
𝜇𝑟∥

𝑘𝑥𝑘𝑦 𝑘0
2 − 𝑘𝑥

2 − 𝑘𝑧
2

𝜇𝑟⟂

𝑘𝑦𝑘𝑧
𝜇𝑟⟂

𝑘𝑥𝑘𝑧
𝜇𝑟∥

𝑘𝑦𝑘𝑧
𝜇𝑟⟂

𝑘0
2𝜖𝑟𝑧 − 𝑘𝑥

2

𝜇𝑟⟂
− 𝑘𝑦

2

𝜇𝑟∥

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢⎢
⎣

𝐸𝑥
𝐸𝑦
𝐸𝑧

⎤
⎥⎥
⎦

= 0 (4.2.2)

必须有 det = 0, 同时选择 𝑘𝑧 = 0, 得

(𝑘2
0 − 𝑘2

𝑥 − 𝑘2
𝑦)(𝑘2

0𝜖𝑟𝑧 − 𝑘2
𝑦

𝜇𝑟⟂
− 𝑘2

𝑥
𝜇𝑟∥

) = 0 (4.2.3)

可以看到, 介质中的激发模式有两种, 第一种是 (𝑘2
0 − 𝑘2

𝑥 − 𝑘2
𝑦), 对应 TM 波,

第二种是 (𝑘2
0𝜖𝑟𝑧 − 𝑘2

𝑦
𝜇𝑟⟂

− 𝑘2
𝑥

𝜇𝑟∥
), 对应 TE 波. 显然应该选择第二种 TE 波作为本征

激发模式进行后续计算.
在此基础上, 取参数 𝑎 = √𝜖𝑧 − sin2 𝛼/𝜇⟂, 𝑏 = √𝜇∥, 𝜙 = 𝑎𝑏𝑑𝑘0, 则对于此电

介质平板, 波前透射系数可以写作(4.2.4)形式.

𝑡 = 2 cos 𝛼
2 cos 𝛼 cos 𝜙 − (i 𝑎/𝑏) sin 𝜙 − (i 𝑏/𝑎) sin 𝜙 cos2 𝛼 (4.2.4)

式中有许多可以主动选择的变量, 我们通过规定 |𝑡| = 1 进行对 𝜇∥ 的约束,
可得(4.2.5), 进而化简透射系数, 得到 𝑡 = exp(i 𝜙). 同时 𝜙 也将化简为(4.2.6)形
式, 即如此情况下, 波前透射系数模为 1, 相位将会增加 𝜙.

𝜇∥ = 𝜖𝑧 − sin2 𝛼/𝜇⟂
cos2 𝛼 (4.2.5)

𝜙 = 𝑑𝑘0
cos 𝛼(𝜖𝑧 − sin2 𝛼

𝜇⟂
) (4.2.6)

至此,我们可以有很大自由度,选择技术上能够实现的参数,制造所需要的超
构表面.

文献 [4]中进一步约束 𝜇⟂ = 1, 并且选取 𝑑 = 0.01𝜆, 就可以得到对于任意入
射角度, 通过改变 𝜖𝑧 实现相位控制的函数(4.2.7), 其绘图结果如图9(b)所示, 横轴
为入射角度 𝛼, 纵轴为 𝜖𝑧, 颜色密度分布代表 Δ𝜙, 已经对 Δ𝜙 进行回归 (−𝜋, 𝜋)
的整理.

Δ𝜙(𝛼, 𝜖𝑧) = 0.02𝜋
cos 𝛼 (𝜖𝑧 − sin2 𝛼) (4.2.7)

至此, 在上述位形选择和部分介质参数选取的约束下, 调整相位控制表面的
𝜖𝑧, 即可在理论上保证透射系数 |𝑡| = 1 的情况下达到控制透射波相位的目的.

以上即为超构表面控制波前相位的理论.
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4.3 物理实现

如前所述, 相位调制面板的具体物理实现是 ABA 的” 三明治” 结构, 上下金
属膜在外界电磁场激励下产生电流, 导致中间介质板内部存在金属膜电流带来的
磁场. 这个结构可以等效为具有某种介电常数的各向异性均匀介质层. 相应的,
不同介质层的等效介电性质可以通过 FDTD 模拟求解.

对于不同的控制需求, 我们可以选择不同的上下层金属膜图案, 如”H” 形
状 [3] , 方框形状 [4] , ” 基督教十字” 或全金属 (如图8), 进而实现不同的等效介质
层效果. 如选择单侧为全金属 (即在波传播的方向无图案而为均匀金属面), 搭配
合适另侧图案, 则可以实现反射波相位的调节 [3] ; 选择”ABA” 结构则可以获得透
射率 𝑡 膜较大且相位可调的相位面板 [4] .

通过特定蚀刻图案的超构表面对电磁波进行调控, 还有其他的实现方法,
如 [17]中通过 V 形天线的两个本征共振的基态实现不同相位的透射, 通过将不
同张角 V 形天线排列从而达到控制相位表面的效果.

4.4 COMSOL 模拟相位梯度表面

我们对文献 [4]中的相位控制面板使用COMSOL模拟进行了复现 (如图10), 使用
文献中所选择的电介质参数, 固定入射角 𝛼 = 𝜋/3, 变化 𝜖𝑧 = [1, 100], 结果生成
为gif动态图, 见补充材料中相位调制表面验证_电场模_能流.gif 与
相位调制表面验证_电场Ez_能流.gif.
应当注意的是, 此处的模拟直接采用介质层本地均匀的电介质参数, 而不是

带入了实际的物理设计.
模拟中可以发现, 当 𝜖𝑧 较大时, 可见微弱的反射场 (与入射场形成干涉), 这

是因为阻抗匹配不合适导致的: 虽然透射率模为 1, 但是其存在相位, 因此反射部
分必然存在. 这一现象在相位调制表面验证_电场模_能流.gif文件中效果更加
明显. 同时在动态图中也可见, 散射随介质参数变化存在周期性规律, 即有时反
射极大, 我们认为是此介质参数情况下出现了接近 FP 干涉的参数设定, 导致透
射或者反射骤然增加.
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图 10 相位调制表面 COMSOL 模拟图

5 隐身衣的电磁波控制原理及模拟

先前已有文章 [12]对相关内容进行讨论和模拟, 并定量计算散射界面, 对隐身
衣的性能指标进行了讨论. 我们复现了其中的模拟, 并更多关注于其中的物理图
像, 并基于相位梯度表面对现有设计进行了部分改进.

5.1 隐身衣的变换光学实现

考虑二维情况 (对应柱坐标). 选取空间变换

⎧{{
⎨{{⎩

𝑟′ = 𝑅2 − 𝑅1
𝑅2

𝑟 + 𝑎

𝜃′ = 𝜃
𝑧′ = 𝑧

(5.1.1)

则相应的相对介电常数和相对磁导率为 (在半径介于 𝑅1 ∼ 𝑅2 的环形区域

内):

⎧{{{
⎨{{{⎩

𝜖𝑟 = 𝜇𝑟 = 𝑟 − 𝑅1
𝑟

𝜖𝜃 = 𝜇𝜃 = 𝑟
𝑟 − 𝑅1

𝜖𝑧 = 𝜇𝑧 = ( 𝑏
𝑏 − 𝑎)

2 𝑟 − 𝑅1
𝑟

(5.1.2)

如前变换光学理论的讨论部分, 变换光学所设计隐身衣为对空间中有限空间
的控制, 同时因为阻抗匹配, 不存在能量散射 (在能够设置理想的平滑的介电参
数空间分布的前提下).
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5.2 隐身衣的共形变换实现

依照前述理论, 选取 Joukowsky 变换 [18] , 即

𝑤(𝑧) = 𝑧 + 𝑎2

𝑧 (𝑎 ∈ ℛ) (5.2.1)

则 𝜖𝑧 分布为

𝜖𝑧(𝑥, 𝑦) = 𝑎4 + 2𝑎2 (𝑦2 − 𝑥2) + (𝑥2 + 𝑦2)2

(𝑥2 + 𝑦2)2 (5.2.2)

此时限制为, 隐身衣外半径不能无限大 (我们不能为了隐身有限区域的物体,
而修改外界全部空间介质的性质), 仅能对延 𝑥 轴入射的平面 TE 波进行调控, 隐
身区域为一半径为 𝑎(具体取值见图片中坐标), 圆心在原点的圆形内部.

图 11 共形变换设计隐身衣的
√𝜖𝑧 在实空间分布

5.3 COMSOL 模拟

在COMSOL模拟中, 采用” 波动光学” 的” 频域模块”. 以图12(b)为例, 对模拟
时软件设置进行解释 (其他模拟于其相似):

1. 模拟区域边界均为长方形, 上下水平边界采用周期性边界条件连接, 左侧位
选择” 散射边界条件” 的入射波, 右侧通过设置” 几何层” 的完美匹配层实
现电磁波的出射.

2. 在模拟中通过设置适当坐标系, 方便电介质参数的设定. 中心隐身区域的
圆形边界均选择为” 理想磁导体”.
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3. 为方便网格细化, 在模拟区域增加额外的几何区域, 在物理参数变化较大的
区域对网格剖分进行细化, 如设定网格大小上限等.

对比可以发现, 由于隐身衣外侧并没有达到无限大, 在外表面 𝑦 轴交界处产
生了散射. 其原因为顶部 𝜖𝑧 略大于 1(如图11), 导致此处阻抗和真空阻抗不相同,
因为发生散射. 其实外表面于 𝑥 轴阻抗也不匹配, 此处 𝜖𝑧 略小于 1.

(a) 中心区域视图 (b) 全局视图

图 12 变换光学结果, TM波电场与能流情况 (白色), cloak中心区域(a), 全局区
域(b)

从模拟结果可以看出, 光线从隐身衣外部绕行, 轨迹相对于中轴线对称. 这
一结果说明在变换光学下, 不存在能流散射 (尝试进行了散射模拟, 发现仍然有
一些能量散射, 认为是COMSOL有限元方法与理想情况存在一定差别导致), 隐身衣
后方可以完美地呈现隐身衣挡住的区域, 使得观察者无法发现隐身衣内部隐藏的
东西. 根据全局区域的场强分布, 隐身衣之外的区域不受到影响, 成功实现了有
限尺度的隐身衣.
变换光学可以完美实现隐身, 是因为在这一方法中, 相对介电常数和相对磁

导率的变换对坐标有完全相同的依赖性, 在隐身衣的任意区域都满足阻抗匹配条
件, 故不存在能量散射, 其本质为同时考虑电场与磁场分量 (Maxwell 方程组) 的
变换.
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(a) 中心区域视图 (b) 全局视图

图 13 共形变换结果, TM波电场与能流情况 (白色), cloak中心区域(a), 全局区
域(b)

共形变换中, 光线的轨迹也发生了偏转, 但模式与变换光学不同. 电磁波波
前与隐身腔的相切点出现奇异行为. 尽管电场强度相对于中轴线近似对称分布,
但是从能流图可以看出, 隐身衣的上下两侧发生了明显的散射, 隐身效果不如根
据光学变换设计的隐身衣. 共形变换实行的区域应为整个空间, 然而COMSOL无法
模拟无限大空间, 导致截断处出现明显散射 (如图14(b)); 且共形变换依据的是亥
姆霍兹方程的形式不变性, 仅对相对介电常数进行了调整, 而不考虑相对磁导率
的变换, 导致阻抗不匹配, 某些地方甚至出现阻抗奇点 (如图14(a)中蓝色区域, 阻
抗为无穷大). 以上两点原因共同导致出现的明显能流散射.

(a) 中心区域视图 (b) 全局视图

图 14 共形变换结果, cloak 中心区域折射率和能流分布(a), cloak 区域外能量散
射(b)
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6 通过相位调制表面改进隐身衣

本文 CM 方法所设计的隐身衣, 使用COMSOL模拟后明显可见能流的散射 (见
图(b)), 这是不理想的情况, 因此我们设想通过文章 [4]中方法, 在 CM 所设计隐身
衣外侧添加一层相位梯度表面, 修正其能流方向. 如此, 虽然存在因阻抗不匹配
而产生的能量散射, 但是因为能流整体流向被修正为平行出射, 因此相较于先前
图(b)中的明显散射情况, 可以认为修正对于提升 CM 隐身衣的隐身效果是有帮
助的.

因基于 Helmholtz 方程, 因此同时适用于波长较长情况 (与隐身衣内核) 和
几何光学近似情况. 在几何光学近似情况下, 我们可以计算得到不同隐身衣表
面位置出射波之间的光程差, 此光程差可以近似波长较长情况下, 波前的相位差.
通过在 CM 所设计隐身衣表面增加相位调制表面层, 理想情况下可以实现对 CM
隐身衣散射缺陷的矫正.

6.1 应用相位调制改善 CM 隐身衣效果

由于该过程需要数值计算 (见附件计算相位与介电常数分布.nb), 因此我们
取 CM 隐身衣的内外半径为 {𝑅1, 𝑅2} = {1 m, 4 m}, 单色 TE 波真空波长为
𝜆0 = 1 m. 不同几何参数可以通过相同计算流程进行推广.

相位控制的目的为让 CM 隐身衣外侧各点出射波相位对齐, 因此应知道球
面不同出射点的相位分布情况, 在此采用几何光学进行近似.

注意到在共形变换 𝑧 → 𝑤(实空间到 CM 空间), 折射率的映射为 𝑛𝑧 =
∣d𝑤

d𝑧 ∣𝑛𝑤, 其中 𝑛𝑤 = 1. 因此, 𝑛𝑧|d𝑧| = 𝑛𝑤|d𝑤|, 即实空间中的光程与 CM 空间中
的光程对应. 基于此可以不用积分, 计算变换后空间内的光程, 即可得到对应的
实空间内光程, 进而得到出射点处的相位.

因为空间对称性, 此处考虑在 Descartes 坐标系第一象限中的部分.
考察一族在实空间内从 𝑥 = 0, 𝑦 = 𝑅1 ∼ 𝑅2 位置水平出射的几何近似下的

光线, 如图15(a), 假定光线在出射处相位为 0, 由上述计算光程方法, 可以得到出
射点坐标和光程的对应关系, 如图15(b). 该相位经过调制后, 应该满足 −𝑅2 cos 𝜃
的相对相位关系. 在此, 我们可以分别选择在 (𝑥, 𝑦) = (0, 4) 处 (即隐身衣外侧圆
的” 顶部”), 或 (𝑥, 𝑦) = (4, 0)(即隐身衣外侧圆的” 中部” 或” 腰部”) 进行相位对
齐.

选定对齐点后, 可在几何光学近似下, 计算得到所需相位变化随位置的分布,
进而根据前述推导(4.2.7)和(4.2.5)计算得到相位调制表面内, 相对介电常数和磁
导率随位置的离散数值结果, 并在COMSOL内对数值结果进行三次样条插值, 带入
计算.
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(a) 光线轨迹及出射点 (b) 不同出射点的角度与光程的数值计算
图 15 cloak 区域的光线追迹(a), 不同出射点的角度与光程的数值计算(b)

作为对照, 未进行相位调制的 CM 隐身衣电场 𝐸𝑧 和能流分布如图16所示.
可见明显的能流散射趋势: 出射能流有较大斜率.

图 16 未进行相位调制的 CM 隐身衣电场 𝐸𝑧 和能流分布

6.1.1 顶部对齐

顶部对齐后结果如图17(a)所示. 可见能流散射趋势有所缓解, 但并不理想,
隐身衣外侧电场分布仍不均匀.

进一步计算发现, 顶部对齐所需要的超表面的相对介电常数 𝜖𝑧 和 𝜇∥ 较大

(见图17(c), 17(d)). 在先前COMSOL模拟中,我们发现相对介电常数较大时,会出现
反射场. 且本对齐策略中, 相对介电常数较大处对应入射角 𝛼 ∼ (0, 𝜋), 恰好对应
单位弧度入射面积最大的圆心角位置, 因此认为反射能量干扰了改进效果.
同时图17(a)中可见电场 𝐸𝑧 分量在球左右两侧的表面出分布较为不合理, 出

现了相位在 𝜙 方向的 4 ∼ 5 次交替, 这可能是强烈的反射造成的.
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(a) 电场 𝐸𝑧 和能流的分布情况 (b) 幅角和需调相位的关系

(c) 俯角与 𝜖𝑧 的关系 (d) 俯角与 𝜇∥ 的关系

图 17 顶部对齐的电磁场分布, 和相位梯度表面的数值参数

6.1.2 中部 (腰部) 对齐

单纯进行腰部对齐,无法得到需要的结果,因为腰部到体系竖直中线,隐身衣
内外对应光程存在恒定插值. 因此, 需要在隐身衣中部的 𝑦 处添加另一相位调制
表面, 使得左右相位配合. 最终所得结果如图18(a), 隐身衣中部竖直相位调制面
参数为 𝜖𝑧 = 51.32.

对比未增加相位调制原始图16, 顶部对齐图17(a)相比, 能流方向得到显著矫
正. 相较于顶部对齐, 中部对齐所需 𝜖𝑧 显著较小, 对应散射较小.

24



共形变换, 变换光学与相位梯度超构表面——原理, 模拟及讨论 电动力学 [H]

(a) 电场 𝐸𝑧 和能流的分布情况, 𝜖𝑧 = 51.32 (b) 幅角和需调相位的关系

(c) 幅角与 𝜖𝑧 的关系 (d) 幅角与 𝜇∥ 的关系

图 18 中部 (腰部) 对齐 +𝑦 轴添加相位调制面的电磁场分布, 以及相位梯度表
面的数值参数

如上调控仍然存在一定电磁场的不均匀, 其可能原因为: 对齐采用的点和实
际应有对齐点有一定偏差 (在顶部为奇点, 无法计算, 所以会离开一小段距离进
行计算), 这将会导致 𝜖𝑧 的采用值与理想值存在一定偏差. 通过扫描 𝜖𝑧, 得到了
圆形相位梯度表面的参数不变情况下的最佳解存在范围, 为 𝜖𝑧 = 50 ∼ 53. (眼睛
看确实没看出来什么明显区别, 见附件改变中部相位板参数.gif). 且模拟中部分
参数出现强烈的散射, 我们认为此时参数设定接近 FP 干涉的共振峰, 导致相位
面板的反射增加.

6.2 结果讨论

在 TO 和 CM 所设计圆柱形隐身衣中, 我们发现两种方法的异同如下:

1. 理想情况下 TO不存在能量散射: CM设计隐身衣存在阻抗不匹配现象,因
此将会存在能量散射, 而 TO 全空间阻抗匹配是推导初始的假设.

2. TO 可以控制电磁波的空间维度更高: CM 仅仅能进行二维层面的设计, 而
TO 为三维层面的设计.

3. TO控制电磁波的情况更普遍: CM仅主动调控了 𝜖𝑧,因而仅能控制 TE波.
TO 可以控制任意偏振情况.
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4. TO 设计的材料可以是局域的: TO 可以通过设计有限区域内的电磁介质
性质来控制电磁场, 而 CM 因其针对全空间进行变换, 而不得不设计 (理论
上) 无限大的电磁介质性质控制的空间范围.

5. TO 的设计自由度更高: CM 方法依赖于复空间全纯函数, 因而存在映射变
换的区域必然在变换前后存在无穷大的情况, 而 TO 理论上可以实现任意
形状的有限区域内的电磁场调控.

6. TO 设计结果更普适: CM 设计仅沿复空间的 𝑥 轴入射光线才有隐身效果,
TO 设计隐身衣在平面内任一方向均能实现隐射效果.

7. 两者的相同点是: 都可能设计出来难以实际实现的电磁介质性质, 如介电
常数和磁导率存在奇点等, 导致实际中无法实现, 或者在现有技术下只能在
特定波段实现.

此外, 在本节相位调制表面设计下, 透射系数 𝑡 = exp(i 𝜙), 其模为 1 但存
在相位差. 对于所采用 TE 波可以认为 1 + 𝑟 = 𝑡, 因此反射系数 𝑟 一有一定大
小, 且相位变化 Δ𝜙 的大小与 𝑟 的模正相关. 也正因此, 进行中部相位对齐 (见
第6.1.2节) 时产生能量散射远小于进行顶部对齐, 因为前者相对于入射波正面处
所需相位调整小, 对应反射能量占比小.

此外, 在中部相位对齐情况下, 虽然隐身衣层内存在相位调制表面且为正入
射, 但是其背景阻抗较大 (见图11), 因此实际散射并不明显, 对隐身效果的影响
较小.

关于设计任意形状的隐身衣, 文献 [19]中指出可以使用非均匀有理 B 型样
条 [20]对二维边界进行贝塞尔曲线插值, 所得结果配合 TO 理论能够进行二维隐
身衣设计. 三维情况暂未找到相关文献.

7 总结

综上所述, 本文基于共形变换, 变换光学和梯度超构表面理论, 对理论的相
关应用, 隐身衣设计和改进进行了详细讨论, 并使用有限元软件COMSOL对所讨论
内容进行了验证. 首先完整介绍了共形变换和变换光学的原理, 并应用两者求解
了平行圆柱极板和 Touching Spheres 两个物理问题, 接着阐述了两理论用于设计
电磁波隐身衣的操作流程, 以及梯度超构表面的原理和物理实现. 随后采用共形
变换和变换光学设计了圆柱形隐身衣, 并使用COMSOL模拟并验证两者隐身性能,
发现阻抗不匹配和介质区域有限大导致共形变换隐身衣的能量散射. 特别的, 我
们在共形变换所设计隐身基础上, 在计算机辅助下使用梯度超构表面进行相位修
正, 成功提升其隐身效果, 显著减少了原设计中的能量散射.
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附件

附件见文件夹supplemental_material文件夹.

1. 平行圆柱极板_理论计算和绘图.nb. 共形变换中平行圆柱极板题目的理论
计算和绘图代码.

2. 相位调制表面验证_电场Ez_能流.gif. 验证梯度超构表面的COMSOL模拟结
果, 为 TE 波在电场方向的绘图, 能够表明相位的情况.

3. 相位调制表面验证_电场模_能流.gif. 验证梯度超构表面的COMSOL模拟结
果, 为 TE 波的电场模大小和能流方向, 能够直观看出能量的偏折.

4. 计算相位与介电常数分布.nb. 加入梯度超构表面调控相位的计算和绘图
代码.

5. 改变中部相位板参数.gif. 尝试调整中部相位板介电常数的COMSOL模拟.
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