
电流逆问题

王一飞 19307110354

周晋冬 19307110335

2022 年 1 月 6 日

摘要 本课题主要研究了如何利用磁场测量来还原平面上的电流分布。我们从理论上给出了解决该

逆问题的基本思路，即利用傅里叶变换来实现电流元的对角化；接着，我们从模拟和实验两个方面

对我们的理论进行了检验和修正；最后，我们受实验修正结果的启发，对这一逆问题为什么可解及

其影响因素进行了讨论，并将其推广到了高频的情形。

一、 引言

当我们在进行实验时，我们往往会需要知道一块导电材料上的电流分布。一方面，在医学上，这

可以实现对一些神经疾病的检查[1]；另一方面，在材料研究上，这可以用于表征材料中发生的特殊

效应，并被用于研究材料的性质[2]。在许多情况下，由于材料尺寸等限制因素，不能直接使用电流表

进行测量。另一个很直接的想法是测量其附近空间的磁场，然后利用磁场与电流的对应的关系来求

解电流分布。

但实际测量中，由于工艺要求或者空间限制等因素，我们往往很难同时精确测量磁场的三个分

量。但考虑到电流往往近似是在一个平面内进行分布的，在这个限定条件下，仅需一个磁场的分量，

我们就可以解得平面上的电流分布[3]。

图 1: 测量磁场示意图
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二、 基本思路

首先观察磁场与电流的一般性关系，即毕奥-萨伐尔定律。

B(x, y, z) =
µ0

4π

∫
j⃗(x′, y′, z)× (r⃗ − r⃗′)

|r⃗ − r⃗′|3
dτ ′ (1)

由于只考虑平面电流，即假设: 
Jx(x

′, y′, z′) = j(x′, y′, z′)dδ(z′)

Jy(x
′, y′, z′) = j(x′, y′, z′)dδ(z′)

Jz(x
′, y′, z′) = 0

(2)

此时不妨假设测量的分量为 Bx，可以改写毕奥-萨伐尔定律为:

Bx(x, y, z) =
µ0d

4π

∫∫
Jy(x

′, y′, z)z

[(x− x′)2 + (y − y′)2 + z2]
3
2

dx′dy′ (3)

注意到这个积分可以被看作一个卷积:

Bx(x, y, z) =
µ0dz

4π
Jy(x, y, z) ∗G(x, y, z) (4)

其中 G(x,y,z) 表示一个空间传播的格林函数:

G(x, y, z) =
µ0d

4π

z

(x2 + y2 + z2)
3
2

(5)

那么我们自然想到对其做傅里叶变换，并记 b(kx, ky) = F [B(x, y, z)]，g(kx, ky) = F [G(x, y, z)]，

j(kx, ky) = F [J(x, y, 0)]。于是有:

bx = gjy (6)

注意到 g 可以直接由傅里叶变换得到

g(kx, ky) =
µ0d

2
e−

√
k2
x+k2

yz (7)

因而我们可以直接求得

jy =
2bx
µ0d

e
√

k2
x+k2

yz (8)

如果我们测量的是 Bz 分量，那么计算会稍微麻烦一点:

bz = i
µ0d

2
e−

√
k2
x+k2

yz(
kxjy√
k2
x + k2

y

− kyjx√
k2
x + k2

y

) (9)

注意到我们只有一个方程，但有两个未知数（jx, jy）因此需要再利用电流的连续性方程:

kxjx + kyjy = 0 (10)

我们就可以解出 jx，jy。
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三、 方法验证

我们验证这一结果的最基本的想法是使用 COMSOL 对一个给定电流分布的体系进行模拟，并

记录其一个面上的磁场，然后再将磁场作为我们求解电流逆问题的输入参量，求解电流，将结果与

给定的电流分布相比对，流程图见图2。

图 2: 方法验证流程图

我们先使用一个简单的电流环作为待测体系，其磁场分布如图3所示。

图 3: 电流环的磁场 Bz

使用本方法，求得 Jx 和 Jy 分别如图4、5所示。

图 4: Jx 图 5: Jy

可以看到本方法求得的电流分布与预设的电流环高度吻合，表明我们的解法在满足预设条件的

情况下是有效的。

我们接着试图研究少数几个点存在不连续的电流是否会对结果带来极大的影响。我们使用了交

叉的电流直导线作为验证模型，这里电流在边界上是不连续的。我们模拟得出其磁场见图6
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图 6: 交叉电流直导线的磁场 Bz

用这一方法得到的 Jx、Jy 见下，可以看到除了边界处存在一些预料之外的杂音，内部的电流还

是吻合得较好的，这说明少数的不连续电流点不会给我们的结果带来较大的差别，这一方法有我们

预料之外的容错率。

图 7: Jx 图 8: Jy

四、 实验验证与方法改进

由于之前我们使用的是模拟得到的磁场，它不存在噪声，这显然和实验中会遇到的情况不同。因

此使用具体实验数据进行验证是非常必要的。

我们首先测量了一个直角电流的磁场（图9），并利用我们的方法计算了其电流分布，结果见图10。

图 9: 直角电流的磁场 Bz 图 10: |J |

我们可以看到图10的结果显然是不能令人满意的，它与我们实际的电流有较大的差别。我们接

下来主要解决其中三个问题，第一是边界出现电流环流，第二是电流线宽过大，第三是存在较多噪

音。
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4.1 边界环流

首先，电流在边界上出现了一些环流（图4.1），而这在实际体系中是不存在的。

图 11: 边界环流

我们认为这可能是由于电流在边界上不满足电流连续性方程导致的。为了解决这一问题，我们

将求解区域扩大一倍，并将原来边界上的电流线性外推到 0[2]，外推后的磁场见图12。这样，我们可

以认为所有电流都在分布在扩展后的求解区域内，因此可以安全地使用连续性方程。

图 12: 磁场线性外推

4.2 电流展宽

其次，求解后的电流有一个较大的展宽。这里有两个可能的因素: 一是测量不够精细，还原的结

果自然会更加模糊，可能会带来一个更大的展宽；二是实验测量不可能用无限小的针尖，测量结果

一定是探测针尖面积内的平均值，即磁场与针尖响应函数的卷积。

第一个因素我们只能在采样时尽可能地减小其影响，但是第二项的影响我们可以通过数学手段

回避[3]。考虑探测器响应函数为:

H(x) =


1

πa2 , r < a;

0, r ≥ a

(11)

因此我们可以将频域中的磁场除以 H 在频域中的形式 F [H] = 2J1(ka)
ka
，消除这一项的影响。
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4.3 噪音

最后，我们还观察到求解后的结果有较明显的噪音。这是由于我们在频率空间求解 j(kx, ky)时，

我们需要除掉 k 空间中的格林函数（见式7）。由于 e
√

k2
x+k2

yz 项在高频时趋于发散，因而在求解时

这一处理会急剧地放大空间中的高频噪声，整体作用类似一个高通滤波器。

但同时由于我们已知电流不会在空间上有非常快速的变化，即电流应当不会有空间上的高频项，

因此我们可以使用空间滤波来解决这一问题[3]。我们选用形如式12的滤波函数。

H(x) =


1
2
(1 + cos( πk

kmax
)), k < kmax;

0, k ≥ kmax

(12)

其函数图像大致为:

图 13: 滤波函数

它的作用是选出空间频率在 0 到 kmax 内的部分，舍去可能的高频噪音。

五、 结果与讨论

在经过了上述三重修正之后，我们得到的电流结果见图14。

图 14: 直角导线反演
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相较于图10，这一次的结果显著的变好了，而且直角也变得非常明显，这说明在处理实际实验

数据时，我们的修正是有效且必要的。

接下来，我们再尝试了一个更加复杂的体系，来说明我们的方法进行修正后是可以应用于复杂

体系的。我们研究一个微米量级的六电极系统，见图15。

图 15: 六电极系统

我们先接通电极 E1 和 E6，测量其磁场并反演出电流，结果见图17所示。

图 16: Bz 图 17: |J |

可以看到电流的确是在 E1 和 E6 之间，与我们的预期一致。再接通电极 E3 和 E6，测量磁场

并反演电流，结果如图19。

图 18: Bz 图 19: |J |

可以发现，我们这一方法在经过修正之后已经能够比较好地反映出电流的位置和大小，基本能

够满足实验的需求，可以投入到日常实验的使用中。

我们注意到，虽然我们的结果与模拟得到的数据符合得很好，但是在处理来自实际实验中的数

据时，似乎这一方法并不是非常完美的，它需要一些修正来确保自己结果的正确性。这就促使我们

7



思考:我们的理论到底有哪里可能会带来问题呢？实际实验中可能有哪些因素影响我们的结果呢？我

们能否对其进行一个更一般的外推呢？下面我们将讨论采样范围、采样间隔和噪声对实际效果的影

响。

5.1 采样间隔和采样范围

我们在求解中使用了离散傅里叶变换，这肯定与采样息息相关。我们以一个右下角有缺口的电

流环为例进行了采样（缺口为了帮助我们确认分辨率），以期探究采样间隔以及采样范围的影响。

首先验证采样间隔对结果的影响，采样范围都是从 0到 128mm，采样间隔 s分别取 2, 4, 8, 16mm，

结果如图20所示

(a) s = 2mm (b) s = 4mm (c) s = 8mm

(d) s = 16mm

图 20: 改变采样间隔 s

可以发现随着 s增大，图像的大致形态保留，但细节渐渐模糊。一方面电流环变得越来越“方”，

另一方面，电流环上的缺口在 s = 8mm 时也基本不可分辨。

接着验证采样范围对结果的影响。采样间隔都是 1mm，采样区域中心都位于原区域正中处，大

小分别取 128× 128, 64× 64, 32× 32, 16× 16mm2，结果如图21所示

这个结果有两个特点可以分析，一是从 128× 128mm2 到 64× 64mm2，图片的细节几乎没有变

换，只是范围缩小。二是 32 × 32mm2 和 16 × 16mm2 采样区域区域小于圆环时，图形的形貌逐渐

消失。当然图21(d)的区域中其实本来就没有电流，所以进一步仍然用 16× 16 的区域在有电流的区

域采样（图22(b)），得到图22(a)。即便此区域内有电流，也无法还原得到有效的图像。

这是正因为采样所包含的信息太少，采样区域内的磁场大部分都是区域外电流所产生了，因此

无法对整体相貌进行还原。

为了进一步排除采样间隔对结果的可能影响，我们进一步用 0.25mm 的间隔对 32 × 32 的区域
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(a) 128 × 128 (b) 64 × 64 (c) 32 × 32

(d) 16 × 16

图 21: 改变采样区域

(a) 16 × 16 电流环上采样结果 (b) 采样区域示意图

图 22: 电流环上采样

进行了采样，结果如图23所示，它与图21(c)相比并无明显区别，所以可以排除采样间隔的影响，说

明这种变化就是采样区域过小导致的。

图 23: 32× 32 间隔 0.25 采样
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总的来看，上面两个测试可以证明，采样间隔对应图像的细节，采样范围对应图像的整体形貌，

它们的取值会明显地影响最终结果的好坏。

5.2 噪声

实验与模拟的最大区别其实是噪声的有无。模拟是计算机数值计算的结果，可能会由于网格化

或是计算精度等原因带来一些不同，但是它没有真实意义上噪声的存在。

为了探究噪声的影响，我们不妨一般地讨论一下噪声对于体系的作用。先考虑一个一般的变换

A,

f = Au (13)

其中 u 为自变量，f 为因变量（观测量）。求解逆问题实际就是已知测量结果 f ′ 求 u。但实际上测

量必定会带来误差，因此式(13) 应该写作

f ′ = Au+ n (14)

其中 n 就是测量引入的噪音。

我们在求解这一问题时，本质上是先对式(14)两侧做傅里叶变换，得到

˜f ′(k) = Ãu(k) + ñ(k) (15)

由于 A 在我们的问题中代表与格林函数卷积，它可以表示为乘法

f̃ ′ = ã · ũ+ ñ (16)

简单除掉 ã，再进行逆变换得到估计的 u 值

uest(x) = F−1

(
f̃ ′(k)

ã(k)

)
= u+

1

2π

∫
ñ(k)

ã(k)
eikxdk (17)

因为我们的问题中，格林函数的傅里叶变换 ã(k) ∼ e−kz，故在 k 很大时，式(17)的被积函数分

母趋于 0，而通常噪音在各个频段又有分布，这就使得高频的噪音对还原的信号有巨大的影响。而

我们在上面所做的将边缘磁场线性外推到 0 的操作，也会带来一些高频的噪音。这就是我们之前为

什么要进行方法修正的原因。

不过幸运的是，我们知道磁场傅里叶变换 bz 不会有非常高频的分量。因此为了解决这个问题，

我们可以对 f̃ ′ 乘一个低频的滤波函数，这里前面做过讨论，这里就不再赘述了。图24对比了不进行

滤波和进行了滤波后结果的对比图，可以发现两者差距非常显著，不进行滤波时结果中将混入大量

高频噪音。

5.3 一般逆问题的可解性

受到上面一个部分的启发，我们更一般地讨论一个逆问题的可解性问题。电磁场的逆问题是一

个很大的部分，其中有很多逆问题都是病态的（如逆阻抗成像、天线优化设计以及逆散射问题等典

型的问题），即解的存在性、合理性以及解的稳定性是没有保证的。但是我们在这里研究的问题: 磁
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(a) 不滤波还原电流 (b) 滤波后还原电流

图 24: 滤波前后结果对比

场单一分量对于平面电流解的问题是一个“好”的逆问题，接下来我们将对这一问题为什么可解做

一些说明。

仍然考虑与式(14)相同的一个一般的变换 A,

f ′ = Au+ n (18)

其中 n 仍然表示测量引入的噪音。

解逆问题本质上就是从 f ′ 求解 u 的过程，为了防止这个逆问题不可解，我们应当规避以下三

种情况[4]。

1. k > d，即观测量 f ′ 比自变量 u 拥有更多自由度，这使得 f = Au 的值域 R(A) 只能是 Rk 的

一个真子集。一旦噪音 n 使得真实测量值 f ′ = f + n /∈ R(A)，就不可能从 f ′ 出发求出 u。

2. k < d，即观测量 f ′ 比自变量 u 拥有更少自由度，因此从测量结果出发只能构造 k 个线性方

程，不能唯一确定自变量 u。这种情况也许是最常见的没有唯一解的原因。比如要从有限个点

的重力观测数据反推地下矿物的分布，矿物可能的分布点位当然是远远多于测量点位的数量。

3. k = d，且 A 可逆，但 A−1 对变化非常敏感（A 接近奇异），即 u ≪ A−1n，这就使得直接做

A−1f ′ = u+A−1n ≈ A−1n，几乎被噪音充满，而无法得到有效的解。

再看我们做的磁场反推电流的逆问题。上面 1 和 2 对应的其实是一类困难，即自变量和观测量

的自由度不匹配，这个困难在我们的问题中是被消除了的，原因如下

• 我们只测量磁场的 Z 分量，而原来电流密度矢量有两个分量 Jx, Jy，但我们做了电流连续性假

设 ∂Jx

∂x
+ ∂Jy

∂y
= 0，使得这两个量不再独立，自变量的自由度减小了一半。

• 我们探测平面的格点数目和要还原的电流平面上的格点数目是一致的，并认为所有电流都被包

含在被测量点位正下方的区域内，这样观测量和自变量的自由度就完全一致了（都等于格点数

目）。当然这样做会带来一些问题，因为实际测量有可能不会覆盖所有有电流的区域，因此我
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们采取了把测量区域边界上磁场线性外推到 0的操作，来尽可能模拟所有电流都处在测量范围

内的情况。

对于上面的第 3 个不可解的原因，我们已经在噪声的部分做过一些说明了，这里就不再赘述了。

不过在我们的例子中，这一问题是可以被修正的，不过我们不妨来看一个更加经典也是更加难以处

理的例子，即逆散射问题[5, 6]。

二维逆散射问题的一个简单的几何模型如图25所示。图中 D 表示成像区域，由目标与背景媒质

组成。整个成像区域的对比度函数未知；背景媒质可能是自由空间，也可能是其他物质；发射天线

与接收天线等距分布在成像区域周围的圆环 γ 上；图25中黑色圆点代表发射天线以及接收天线。我

们使用发射天线照射目标并利用接收天线接收数据，用接受到的数据对目标的响应进行计算。

图 25: 二维逆散射模型

不妨假设使用 TM 波进行照射，再假设其频率为 ω，那么其电场强度在样品上每一点应满足方

程：

E(x, y) = Ei(x, y) + k2
0

∫∫
D

GD
0 (ρ, ρ

′)χE(x′, y′)dx′dy′ (19)

其中 G0(ρ, ρ
′)刻画二维传播的格林函数，而 E 表示总场，Ei 表示入射场，χ表示介质的响应。这样

一来，这里就构成了一个关于 E 的函数关系式，这也被称作状态方程。而我们测量处的接受场 Er

则满足:

Er(x, y) = k2
0

∫∫
D

GΓ
0 (ρ, ρ

′)χE(x′, y′)dx′dy′ (20)

传播函数此时要变为成像域 D 向测量域 Γ 的格林函数，这个方程被称为数据方程。不难发现我们

得到的数据 Er 与 E 相关，而 E 本身由一个复杂的方程决定。

这里我们的写法是已经把复杂的修正项写成了局域总场 E 的形式，其实际计算中往往采用玻恩

近似这样的方法来进行逐级修正进行计算，如式(21)

E = Ei +

∫
χGEi +

∫∫
χGχGEi + …… (21)

与我们计算磁场所用的毕奥-萨伐尔定律

B =

∫∫∫
µ0j⃗(r

′)× (r − r′)

4π|r − r′|3
dr′3 (22)

相对比，由于状态方程本身的 E 直接与自己相关，所以这个耦合关系显著地复杂于毕奥-萨伐尔定

律，无法简单的利用卷积展开将其解耦。我们不妨尝试一下，对数据方程(20)和状态方程(19)均进行
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傅里叶变换，同时规定 x̃ = Fourier[x]，则我们得到方程：Ẽ − Ẽi = k2
0G̃

D
0 χ̃E

Ẽr = k2
0G̃

Γ
0 χ̃E

(23)

由于 χ、E⃗ 均未知，而 χ̃E⃗ ̸= χ
˜⃗
E，因此要想求出 χ，必须从两个方程中解出 χE⃗ 和 E⃗。求解逆

问题时需要对两个算子（GD
0 , G

Γ
0）都进行逆操作。和前一节所说的第三个原因一样，这种逆操作非

常容易受噪声的影响，更不用说要进行两次操作。而要想提前知道信号 E⃗, χ 在频率空间分布也并不

容易，难以提前进行滤波，这使得求解变得困难。

更一般地来说，逆问题的病态主要是由于正算子的” 过滤” 作用造成的，不同的解经正算子映射

之后，其差别就被滤掉了，而在逆运算时又会对其进行放大。具体的实例可见于我们进行噪声优化

的部分。此外，实际问题中的数据只能离散、有限的得到，并且还有测量的噪声，这会使得许多常

规的数值方法会因为巨大的误差增长而失效。因此在处理这种问题时，常常需要用正则化手段将逆

算子用性能更好的算子进行代替和近似，使得一些因正算子过滤、离散化的观测以及噪声污染等因

素而丢失的信息得到恢复。

事实上，要处理这一问题，目前要么将非线性问题线性化进行近似处理，然后再不断迭代解，就

如同玻恩近似的算法一样进行计算；要么将它转化为优化问题，进行优化计算。两者的计算量都显

著的大于了傅里叶变换的算法。

这样对比之下，我们就可以很容易看出我们问题可解的一个重要因素: 我们求解的问题没有探

测波激励的过程，而是直接测量了电流激发的磁场，因此就回避了如逆散射问题中这样的复杂耦合，

因此可以只使用单逆算子来进行处理，使得问题可解。

5.4 含时修正

最后，为了尝试这一方法在超高频时的可拓展性，我们接着考察了推迟效应的影响。回到磁矢

势进行计算，利用:

A(x, y, z) =

∫
G(r − r′, t− t′)J⃗(r′, t′) (24)

G =
1

|R⃗|
δ(
R⃗

c
) (25)

同样，对其进行空间与时间的多重傅里叶变换，并利用:

F [Bz] = F [(∇×A)z] = F [∂xAy − ∂yAx] = ikxF [Ay]− ikyF [Ax] (26)

因而，我们其实能够不依赖于毕奥-萨伐尔定律重新构建出电流与磁场的方程，（这里没有用到近场

近似，可以严格地计算）或者说，毕奥-萨法尔定律其实也是这样构建出来的。

新的频域空间中的格林函数为:

g(kx, ky, k0) = F [G] =
1

2

e−
√

k2
x+k2

y−k2
0z√

k2
x + k2

y − k2
0

(27)

其中 k0 =
ω
c
。其他的步骤仍与上面一致，同样能够解出:

bz(k0) = i
µ0d

4π
g(kx, ky, k0)[kxjy(kx, ky, k0)− kyjx(kx, ky, k0)] (28)
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我们按同样的思路使用模拟验证我们的算法。这次仍然选择一个通电电流圆环，分别在似稳情

况和有明显推迟时进行计算。首先来看似稳时的情况。分别在电流正向和反向时截取了运算结果，结

果如下图26,27

(a) Bz (b) Jx

图 26: 电流反向

(a) Bz (b) Jx

图 27: 电流正向

可以看到似稳状态下我们的结果符合得较好。这也不难理解，本质上这里只是差了一个时间的

相位因子。

我们在有明显推迟效应的频率下实验，得到的结果如图28所示。

(a) Bz (b) |J|

图 28: 明显推迟下的结果
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可以发现，在此时我们虽然同样能够比较好地算出中间电流环上的电流情况，电流的基本特征

得以保持。但是与此同时，解得的区域内还有一些值比较小的小电流存在；换而言之，解出的电流背

景并不干净。我们猜想这可能是由于在超高频的交变电流作用下，稳恒电流条件或许需要一些修正。

六、 结论

我们利用傅里叶变换的方法实现了从磁场到平面电流的逆求解，并基于模拟和实验数据对方法

进行了检验和修正；在进行了修正后，我们的方法表现出了很好的有效性。我们接着研究了各因素

对于结果的影响:采样间隔对应图像的细节，采样范围对应图像的整体形貌，高频噪音会明显地在结

果中反应。随后，我们一般性地论证了一个逆问题的可解性，比较了逆散射问题和电流逆问题，由此

说明了我们这一问题可解的本质是缺少激励环节。最后，我们将这一方法拓展到了超高频条件，并

进行了模拟验证。

七、 小组贡献

在我们小组中，王一飞同学主要负责程序编写和演讲；周晋冬同学主要负责了磁场的模拟、公

式的推导以及文章的写作。他们对本研究有同等的贡献。
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