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摘要

本文主要研究了在长波散射条件下介质体内电四极散射场的激发。通过分析玻恩近似的物理过程和散射
场的积分-微分方程，我们给出了提高电四极散射场强度的两条途径：改变介质体和改变激励源。随后通过
分别改变介质体的相对介电常数 εr 和位形，我们从理论和模拟两个角度论证了介质体内 m = 0 的电四极
矩可以比电偶极矩贡献更大的散射截面。最后通过分析激励源的形式对散射场角动量的影响，我们说明了激
励源只含 l = 2 的角动量项是使均匀介质球电四极散射场占主导的必要条件，并在 Comsol 模拟中观察到
这一现象。
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1 引言

将一接地均匀电介质球置于匀强电场中，介质球的表面会极化出正负电荷，这部分极化电荷可等
效成一偶极子，使得球外空间电势在原有基础上还需再叠加上偶极子的电势。
通过求解球坐标下的介质球内外的 Laplace 方程，

∇2
1 = 0, ∇2

2 = 0

再结合介质球表面的边界条件，

E1 → −E0r cos θ r → ∞

φ1 = φ2 r = R

ε1
∂φ1

∂r
= ε2

∂φ1

∂r
r = R

φ2limited r = 0

可以得到介质球内外的电势表达式，

φ1 =− E0rcosθ +
ε2 − ε1
2ε1 + ε2

R3E0
1

r2
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φ2 =− 3ε1
2ε1 + ε2

E0rcosθ

其中 φdipole ∝
1

r2
cosθ 的一项为偶极子贡献的电势，若通过 −∇φ = E 化为电场，则有
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(
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sinθ

r3
−→eθ
)

1



图 1: 接地介质球附近的电场线分布（图片来源：蔡圣善, 朱耘, 徐建军. 电动力学 [M]. 高等教育出版
社, 2002. 第 97 页.）

图 2: 偶极辐射的能量角分布（图片来源：Jackson J D 1999 Classical Electrodynamics 3rd edn (New
York: Wiley).P438）

偶极子对外辐射电场的能量密度

u ∝ |
−→
E dipole|2 =

(ε2 − ε1)
2R6

(2ε1 + ε2)2r6
(
1 + 3cos2θ

)
即 u 只和 θ 有关，我们定义能量密度的角分布函数 f(θ, φ)，用于描述在某一实体向外辐射的能量

密度是如何随是空间方向而改变的。上例中的 f(θ) = 1+3 cos2 θ 在 θ = 0, π 时取最大值，在 θ =
π

2
,
3π

2
时取最小值，这正是偶极辐射的特点。
匀强电场在均匀介质球中激发出电偶极子，这一物理图像我们已非常熟悉。然而，是否有可能在介

质体内激发出由高阶 l 主导的，如 l = 2 电四极矩的散射能量角分布？为了搞清楚这一点，我们需要借
助散射理论。
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2 散射问题

2.1 散射的一般描述

在长波极限下 (Long-Wavelength Limit)，由于波长 λ 远大于散射体的尺度 d，散射体附近的场可
被视作似稳场，在无源空间中，场近似满足 Laplace 方程，而在 Maxwell 方程组第四条方程中的位移
电流项被忽略。对于散射体而言，在某一特定时刻 t 其感受到的场与稳恒电场无异，两种场在散射体中
激发出的电荷分布 ρ(r′) 是相同的，因此散射体辐射能量的角分布也是相同的。这是第一部分提出的静
电学问题可以用长波极限下的散射理论解决的原因。
对于散射问题，我们先从最简单的标量情形开始考虑。如果有一标量入射波 ψ(r)，遇到一个用势

能分布 V (r′) 来描述的散射体，则散射体内的波满足以下的亥姆霍兹方程 (Helmholtz Equation):(
∇2 + k2

)
ψ(r′) = V (r′)ψ(r′)

由于散射体会散射出新的波，它可以被视作一个“源”，通过该亥姆霍兹方程对应的格林函数，可
以描述散射体“源”对入射波的响应，即(

∇2 + k2
)
G(r′) = δ3(r′)

波与源之间满足一积分-微分方程：

ψ(r) =
∫
G(r − r′)V (r′)ψ(r′)d3r′

通过傅里叶变换，可以求解格林函数所满足方程，再回带到上述积分表达式中，就可以求出波（入
射波 + 散射波，用 ψ(r) 来表征）与散射体（用 V (r′) 来表征）之间满足的积分方程，即

ψ(r) = ψ0(r) +
1

4π

∫
eik|r−r′|

|r − r′| V (r′)ψ(r′)d3r′

其中 ψ0(r) 描述的是未经散射的“背景”波，其满足自由空间内的亥姆霍兹方程：(
∇2 + k2

)
ψ0 = 0

观察这一积分表达式，我们发现散射体外的波 ψ(r) 不仅和 V (r′) 有关，而且还和散射体内的波
ψ(r′) 有关。也就是说，入射波感受到的不是一个单纯的散射体带来的势，而是散射体与内部波相互作
用造成的势。换句话说，V (r′)ψ(r′) 表征的是一个加强的源。而散射体内部的波又来源于从散射体外部
入射的波。因此，我们最终看到的散射体外的波，其形成实际上经历了复杂的相互耦合过程：

1. 入射波作用在散射体上，使散射体中的介质分子以相同频率振动，从而辐射出相同频率的波；

2. 这一部分散射波接下来起了两个作用：第一，叠加在散射体外的入射波上，构成散射波对入射波
的一阶修正；第二，散射波与散射体内的入射波叠加，再次作用在散射体上，使散射体再次发射
出新一轮的散射波，这部分散射波同样起了两个作用：构成对入射波的二阶修正和引发新一轮的
散射波。

3. 以此类推，散射波对入射波的修正实际上是有无穷阶，但这一系列修正过程几乎是在一瞬间完成
的，而最终在散射体外看到的波，就是背景波加上无穷阶修正波的结果。

3



因此，改变散射场（包括振幅、角分布）有两种方法：改变散射体（等价于改变 V (r′)）或者改变
激励源（等价于改变 ψ0(r)），本文接下来的部分就将讨论如何通过这两种方法，使散射波出现电四极
子的能量角分布，但在此之前首先需要掌握与这套物理图像配套的数学工具。在数学上确实也存在一
种通过由散射波的零阶求一阶，一阶求二阶...... 的方法，这就是著名的玻恩近似。

2.2 玻恩近似

如果记 g =
1

4π

eik|r−r′|

|r − r′|（此即点电荷的格林函数），标量波 ψ 与散射势 V 之间满足的关系写作

ψ = ψ0 +

∫
gV ψ

将等式左侧中的 ψ 代入等式右侧的积分中，可以得到

ψ = ψ0 +

∫
gV ψ0 +

∫ ∫
gV gV ψ

∫
gV ψ0 正是散射体对入射波的一阶修正，如果只保留到这一项，就称为一阶玻恩近似。再次进行相同

的代入操作，反复地用已知的背景入射波 ψ0 与 V 的相互作用修正出射波，就得到二阶、三阶乃至更
高阶玻恩近似的结果。

ψ = ψ0 +

∫
gV ψ0 +

∫ ∫
gV gV ψ0 +

∫ ∫ ∫
gV gV gV ψ0 + · · ·

通常而言，一阶修正是占主导的，而更高阶修正都可以忽略。
分析清楚了标量波情形下对散射问题的物理描述，和玻恩近似这一计算散射波的数学方法，现在

给出矢量波情形下描述散射问题的一般表达式，其无非是加上了偏振和更复杂的数学。
对于电磁波在宏观物体上的散射问题，散射体外总电场满足如下的积分方程

E(r) = E0e
ik·r +

1

4π
∇×∇×

∫
χ(r′)E(r′)eik·R

R dτ ′

其中 k 为入射波波矢，r、r′ 分别为坐标原点、散射中心（即受入射场激励而振荡的分子所处位置）
到空间中某一点的矢量，R = |r − r′|，χ(r′) 为散射体在 r′ 处的的极化率。由于 εr(r′) = (1 + χ(r′))ε0，
可以看出在电动力学中的 εr(r′)，就是量子力学中散射体势函数 V (r′) 的对应。

在远场条件下 (r ≫ d)，一阶玻恩近似下散射体外散射场的表达式为

E(1) =
1

4π
∇×∇× E0

eik·r

r

∫
ei(k−ker)·r′dτ ′

其中 er =
r
r
为从原点指向观测点的单位矢量。

微分散射截面
dσ

dΩ
是用于描述散射能量角分布物理量，其与入射、散射波振幅的关系为

dσ

dΩ
=
r2|ϵ∗ · Esc|2

|ϵ∗0 · Einc|2
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其中 Einc、Esc 分别为入射波、散射波的电场分量，ϵ0、ϵ 分别沿入射波、散射波偏振方向的单位矢

量。在一阶玻恩近似下，|Einc| = |Esc|，因此
dσ

dΩ
完全由偏振方向决定。

假设入射波沿 z 方向传播，不妨先设电场分量沿 x 方向，则 Einc = E0
−→ex，|ϵ∗0 ·Einc| 没有角向分布，

dσ

dΩ
的角向分布完全由 |ϵ∗ · Esc| 贡献。
在长波极限下 (kd ≫ 1)，E(1) 中的积分部分对角分布不起作用，只影响电场的模，角分布只依赖

于两个 ∇ 做旋度的部分。又由于 ∇ 只作用在 r 上，因此，两个旋度运算可以独立于对散射体的积分
先行计算。

E(1)
sc ∝ ∇×∇× E0

eik·r

r
= k2[er × (E0 × er)]

eik·r

r

= E0
eik·r

r

[(
cos2θ + sin2θsin2ϕ

)−→ex − sin2θcosϕsinϕ−→ey − sinθcosθcosϕ−→ez
]

如果认为入射波是非偏振波，即在任意 ϕ 方向上的电磁波强度都是相同的，通过计算 |Esc|2 后对
ϕ 取平均，得到

dσ

dΩ
∝ 1

2

(
1 + cos2θ

)
这正是偶极子辐射能量的角分布函数。这实际上也说明了在一阶波恩近似下，只可能给出散射体

对入射场的偶极响应，也就是说，现在只考虑散射体作为一个整体对入射场的响应，而不考虑散射体的
细节（如形状、是否均匀）对散射造成的影响。
同样，我们也可以得到二阶玻恩近似下的散射场

E(2)
sc =

1

(4π)2

(
∇×∇× E0

eik·r

r

∫ (
∇×∇× E0

eik·r0

r

∫
eik(

−→r0−−→r1 )

|−→r0 −−→r1 |
d3r1

)
eik(~r−

−→r0)

|~r −−→r0 |
d3r0

)

还是考虑远场散射，决定散射角分布的是下面这一项

er × (er × (E0 × er))× er

经过复杂叉乘计算后，可以得到

dσ

dΩ
∝
{
a1

[
1

2

(
1 + cos2θ

)]
+ a2

[
cos4θ +

65

4
sin4θ +

3

2
cos2θsin2θ

]}2

其中 cos2θsin2θ 正是四极子辐射 (Quadruople Radiation) 对散射场的贡献。因此，只有通过二阶
玻恩近似，我们才能看到散射问题中如四极子这样更为精细结构的激发导致的辐射。

3 改变散射体

3.1 改变相对介电常数 εr

考虑一个介质球对平面波的散射问题，我们现在希望使散射波中 l = 2 这一项占主导，也就是辐射
能量的角分布应呈现出四极子图案。均匀介质球的 l = n 阶散射场振幅
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|E(n)| =
(
ω4R6(εr − 1)2

18c4

)n
2

对于一般的介质，εr − 1 ≪ 0，因此高阶项的振幅呈指数衰减，l = 2 的贡献被完全掩盖在了 l = 1

这一项的贡献中。重新看一下散射场的积分方程，如果有办法让 l = 1 项消失，那么 l = 2 这一项就可
以占主导了。

E(r) = E0e
ik·r +

1

4π
∇×∇×

∫
χ(r′)E(r′)eik·R

R dτ ′

以 q = k − ker 为极轴，在球坐标系中一阶玻恩近似给出的散射场为

E(1)
sc =

1

4πε0
∇×∇× E0

eik·r

r

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ rsphere

0

εr(r′)eiq·r
′
r′2dr′sinθ′dθ′dϕ′

现在想办法让这一积分等于 0，显然如果 εr(r′) 在散射体内的平均值不等于 0，积分是不可能等于
0 的，因此该介质必须有一部分区域 ϵr 为负。一个想法是让 εr(r′) 携带有一 θ 的三角函数，首先尝试

令 εr(θ
′) = cosθ′，

∫ π

0

cosθ′sinθ′dθ′ = 0，l = 1 的项就被消去了。

然而，如果这时用 Comsol 模拟，将不会出现我们所希望的四极子图案，这是因为 l = 2 的项被一
同消去了，l = 2 的积分中含 θ 的项写做∫ π

0

cosθ′sinθ′
∫
0

cos(θ′′ − θ′)sin(θ′′ − θ′)dθ′′dθ′

= −1

2

∫ π

0

cosθ′sin3θ′dθ′

= 0

上面的积分等于 0 的关键原因是存在 cosθ′ 这一项，而积分区间为 0 到 π。sinθ′ 的任意次幂在 0

到 π 的积分永远恒大于 0，如果我们让对的积分中含有的是 cosθ′ 的偶数次幂，就可以使积分不为 0，
而为了在凑出一个 cosθ′，一个恰当的选择就是让 εr(θ

′) 再补上一个 sinθ′。
可以证明，当 εr(θ

′) = cosθ′sinθ′ 时，l = 2 的积分中含 θ 的项等于
π

8
，而 l = 1 的积分仍为

0.Comsol 模拟显示了同样的结果（见图3），当 εr(θ
′) = cosθ′sinθ′ 时，体系散射出四极子的场的量级

远大于偶极子场的量级。

3.2 改变散射体位形

现在回到散射场的积分方程，显然除了改变 εr 的角分布使介质成为非均匀的，还可以通过改变一
均匀介质的形状（也就是 dτ ′），使 l = 2 的散射项增大。

E(r) = E0e
ik·r +

1

4π
∇×∇×

∫
χ(r′)E(r′)eik·R

R dτ ′

有了改变 εr 时消去 l = 1 项的分析，现在我们清楚地知道对于一均匀介质体，l = 1 项一定存在并且占
主导（因为积分项一定不为 0）。因此接下来需要做的是，在 l = 1 项不变的前提下，探索使 l = 2 项增
大的方法。
首先还是尝试一个相对对称的位型，即一个均匀介质正方体，入射电磁波波矢垂直于正方体的表

面。为了使其余均匀介质球情形 l = 1 项散射的贡献相同，正方体需要与球等体积。这显示在 E(r) 的
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图 3: 改变散射体介电常数的情形：左图为 xOz 平面上的散射场模分布，右图为阶数为 (l,m) 的电多
极矩对总散射截面的贡献

图 4: 二阶玻恩近似给出的散射场修正，其中上面的积分对应于正方体，下面的积分对应于球

积分项中：χ(r′)�E(r′) 在积分区域内都是常数，因此积分值只和积分区域的大小有关。这其实进一步说
明了，在一阶玻恩近似下入射场是“看不到/感知不到”散射体的具体位形的，因此激发的散射场一定
是偶极状的。
现在考虑球和正方体 l = 2 项的散射贡献。在上一种情形中，只是定性地判断了 l = 2 项有贡献，

没把积分具体算出来，但现在我们不得不计算下面这个积分在球和正方体中的结果了：
正方体 |E(2)| 的数值小于球体的，看上去似乎有违直觉：对于一个对称性更弱的介质体，其对于高

阶 l 项的响应应该更强。事实上，由于两个积分中被积函数都是
1

r
，而积分区域的体积相同，对于积分

区域中的某一子区域，其离原点越远贡献的积分值就越小。对于正方体的积分，在其顶点附近的积分值
显然小于在球表面（同样为积分的最外侧区间）积分值，而这一部分积分值的差无法弥补在各面中心附
近大于球表面对应区域的积分值。我们可以想象将一个球和一个正方体逐渐放大，直至其体积达到预
设的体积值，只有球这种高度对称的体系，通过“均匀”的方式“稳健地”向外拓宽积分区域，才能在
一定的积分区间内“收获”最大的积分值。
回到正题，事实上比较 |E(2)| 的大小并不是衡量介质中激发电四极矩成分的正确标准。如先前两

个旋度项给出的能量角分布所示，|E(2)| 并不仅仅代表的是电四极子贡献的场。正确的处理方法应该是
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图 5: 均匀介质球在 xOz 平面上的散射场模与各阶电多极矩对总散射截面的贡献

图 6: 均匀介质正方体在 xOz 平面上的散射场模分布与各阶电多极矩对总散射截面的贡献

比较正方体和球 l = 2 和 l = 1 阶电多极矩对总散射截面的贡献之比。我们并不打算在此展开对散射系
数过多定量的讨论，因为这将在“改变激励源”一章中完成，只需要说清楚三点即可：

1. 阶数为 (l,m) 的多极矩对总散射截面的贡献不仅取决于其辐射场的大小，还取决于辐射场的角分
布；

2. 电磁多极矩场作为电磁场一组完备基的保证了对散射场一定可以做多极矩展开；

3. 对于阶数为 (l,m) 的多极矩，其贡献的散射截面为 σ(l,m) =
π

2k2
(2l + 1)|β(l,m)|2，其中 β(l,m)

称为 l 阶多极矩的散射系数，其大小与介质体内激发出 l 阶多极矩的幅值直接相关。

Comsol 模拟结果显示，对于一均匀介质球（见图5），l = 2 和 l = 1 阶电多极矩贡献的散射截面之

比
σ(2, 0)

σ(1, 0)
≈ 10−6，而对于一均匀介质正方体（见图6），σ(2, 0)

σ(1, 0)
≈ 10−4.5. 因此，正方体内被激发出了

更强的电四极矩。

我们当然还可以把介质体的形状改得更“奇形怪状”一些，使
σ(2)

σ(1)
进一步增大，但有了“改变介

电常数”一节的分析，可以认识到对于一均匀介质体，l = 1 阶的贡献是无法抹除的（并且很大）。似乎
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图 7: 对外几乎不显电偶极散射的一种结构，参见 Grahn P, Shevchenko A and Kaivola M 2012 Phys.
Rev. B 86 035419

没有办法像通过改变常数一样把 l = 1 阶的贡献完全消掉，但如果放宽一点限制，考虑两个靠得很近的
介质体对外产生的总场贡献，就有可能实现电四极矩占主导的散射。

如图7所示，两个正对的相距s = 10nm的圆柱形介质体，其高度均为h = 10nm，半径分别为R1 =

15nm, R2 = 20nm,若入射电磁波的偏振方向沿 z 轴，图7显示则在特定的波长λ ≈ 594nm时，两圆柱
体构成的整体激发出电偶极矩的散射截面比电四极矩的散射截面小，从而实现了电四极矩主导电多极
辐射。
为什么两个分立圆柱体构成的结构可以对外不显现电偶极矩？这是因为入射电磁波在两圆盘上均

激发出一电偶极矩，而从准静近似的观点，由于小圆柱的上表面（以图中的“上”“下”方位为准）与
大圆柱的下表面极化出电荷的极性相反，在两圆柱中间的区域也可以认为有一等效电偶极子，且其方
向与两圆柱内部的电偶极子方向相反。当中间区域与两圆柱内偶极子之和为 0 时，对外就不表现偶极
辐射了。因此，既然匀强似稳场下均匀介质内一定会激发出沿电场方向的电偶极子，消除偶极辐射的关
键是介质必须能够还能额外激发出一方向相反的偶极子，也就是内部必须有电荷积累，而这一点不通
过分割均匀介质无法实现。

4 改变激励源

我们已经完成了改变散射体情形下如何激发 l = 2 散射场分布的讨论，下面仍然围绕激发 l = 2 的
散射场展开，只是现在选择改变的是激励源，而散射体始终是一均匀的介质球。在开始之前，我们再次
回顾一遍散射场产生的过程，以建立改变激励源情形下的一般图像：激励源与散射体作用，形成一阶散
射场，背景场与一阶散射场的叠加再次作用于散射源，形成二阶散射场，以此类推。但在前一节中没有
指明是什么样的物理机制导致了散射场。散射场是由于介质内部分子所携带的电荷在电磁力的作用下，
以入射电磁波的频率作受迫振动辐射出的电磁波。电荷把入射电磁波的能量散射到其他方向上去，其
运动必然导致传导电流，而介质体内电场对时间的一阶导数则形成了位移电流。这两部分电流之和可
视作散射场的源。尽管在似稳条件下（近场、低频），通常忽略位移电流的贡献，但作为最严格情形的
讨论，我们仍然将位移电流纳入考虑，并将散射场的源电流记做Jsca(r)，并将介质体内传导电流和位移
电流之和称为散射电流。Jsca(r)与介质体内总电场E(r)的关系为

Jsca(r) = −iω[ε(r)− εh]E(r)
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“散射问题”一节指明了介质体内的总电场与介质体外的散射场 Esc(r) 通过散射场的积分-微分方
程联系，接下来要说明的是，Esc(r)与 Jsca(r)之间可以直接通过多极矩展开联系。因此理论上来说，如
果我们已知希望获得的散射场 Esc(r) 的数学形式，就可以反推回散射电流 Jsca(r) 的形式。这时只需要
再加上总场与入射、散射场的关系 E(r) = Ein(r) +Esc(r)，结合边界条件反复迭代，就可以推导出入射
场 Ein(r) 的形式。
显然，这其中将涉及到复杂的数学，在进行这一“逆向操作”之前，我们先来考虑能否对一列平面

波进行一些操作，使得一均匀介质球能激发出占主导的电四极子辐射。

4.1 平面波激励

对于无源空间中时间因子为 e−iωt 的电磁波，其电磁场分量可以做多极矩展开：

H =
∑
l.m

[
aE(l,m)fl(kr)Xlm − i

k
aM (l,m)∇× gl(kr)Xlm

]
E = Z0

∑
l.m

[
i

k
aE(l,m)∇× fl(kr)Xlm + aM (l,m)gl(kr)Xlm

]

其中 fl(kr)、gl(kr)均为第 1�2类Hankel函数的叠加A
(1)
l h

(1)
l (kr)+A

(2)
l h

(2)
l (kr)，Xlm(θ, ϕ) =

1√
l(l + 1)

LYlm(θ, ϕ) =

1

i
√
l(l + 1)

(r × ∇)Ylm(θ, ϕ) 为归一化的球谐函数，aE(l,m)�aM (l,m) 分别为阶数 (l,m) 的电、磁多极

矩系数。
若该电磁波为平面波，则 fl(kr)、gl(kr) 均可用第一类球 Bessel 函数 jl(kr) 替代。进一步地，如

果入射光是线偏振的，即 Ein(x) = E0e
ikz，利用球谐函数的正交性归一性，可以通过积分求出电、磁

多极矩系数的具体表达式

aM (l,m) = il
√
4π(2l + 1)δm,0

aE(l,m) = iaM (l,m)

显然对一线偏振光而言，只有 m = 0 时多极矩系数才不为 0，即其不含有 m ̸= 0 的多极矩分量。
以下只讨论电磁波的电场，代入平面波的表达式得到

Ein(x) =
∞∑
i=1

il
√
4π(2l + 1)

[
jl(kr)Xl,0 +

1

k
∇× jl(kr)Xl,0

]
散射场的表达式仅仅是在入射场的基础上多乘了两个散射系数，并由于散射场在无穷远处为球面

波，将 jl(kr) 改写为第一类 Hankel 函数 h
(1)
l (kr)。

Esc(x) =
1

2

∞∑
i=1

il
√
4π(2l + 1)

[
a(l)h

(1)
l (kr)Xl,0 +

β(l)

k
∇× h

(1)
l (kr)Xl,0

]
其中 a(l)、β(l) 分别为磁多极、电多极矩散射系数，通过其导出的散射截面可衡量散射场中所含第

l 阶多极矩的成分，我们只考虑 β(l)。
一般而言，多极系数需要通过求解介质体内外的 Maxwell 方程组，并匹配介质表面边界条件得到，

但对于一均匀介质球，其边界条件可用一包含本征阻抗 Zs、电场强度、磁感应强度的关系式给出

Etan = Zsn × B/µ0
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其中 Etan 为介质球表面电场强度的切向分量，由此可以求得长波极限 (ka ≪ 1) 条件下的第 l 阶
电多极系数

β(l) ≈ 2i(ka)2l+1

(2l + 1)[(2l − 1)]!!2

[
ka− i(l + 1)Zs/Z0

ka+ ilZs/Z0

]
其对应的散射截面

σsc(l�0) =
π

2k2
(2l + 1)|β(l)|2 = π(ka)4l+2

2k2(2l + 1)[(2l − 1)]!!4

{
(ka)2 + [(l + 1)Zs/Z0]

2

(ka)2 + (lZs/Z0)2

}
可见，散射截面随 l 的增大呈幂次衰减，即使通过改变介质球的介电常数，即等价于改变 Zs，也

无法改变散射系数幂次衰减的趋势（Zs → 0 和 Zs → ∞ 时，{} 中的一项均趋于 1）。而平面波中各阶
aE(l) 已由瑞利公式给出的结果锁定，唯一有可能改变的只有平面波的偏振态，但改变偏振态仅仅是引
入 m ̸= 0 的多极矩系数项，对于 l 的变化规律毫无影响。因此，我们得出结论：

在长波极限下，平面波无论如何无法使均匀介质球产生由高 l 项电多极子主导的辐射分布。

4.2 电偶极激励

在上一节最终的得出的结论中含有“长波极限”“平面波”“均匀介质球”这三个限制条件，从改变
激励源的角度，确实可以打破长波极限这一限制，这时 β(l) 将不能再用 4.1 节给出的式子表示，对于
短波极限的情形，β(l) 不再呈现幂次衰减规律，使得高 l 项具有占主导的可能。本文不讨论这种情况，
而将考虑如何改造“平面波”这一条件，遵循“改变散射体”一节中同样的思路，既然当 l = 1 和 l = 2

项共存时，l = 1 项一定会压制 l = 2 项的散射贡献，唯一的选择就是想办法把 l = 1 项消去。显然，平
面波这种混杂有从 l = 1 到 ∞ 各种角动量的激励源是一个很差的选择，如果使激励源中只含有 l = 2

项，由于均匀介质球的散射场仅仅是在各阶入射场上再乘一个散射系数，因此散射场也应只含有 l = 2

项。
我们还可以从另外两个角度理解均匀介质球的散射场没有 l′ ̸= l 的角动量项。首先，介质球对入射

场的作用是沿径向的，因此只会改变角动量的方向，不会改变其大小。形象地说，介质球对入射场从侧
面“踢”了一脚。其次，如果观察联系入射场、散射电流、散射场的两条方程：

Jsca(r) = −iω[ε(r)− εh]E(r)
E(r) = Ein(r) + Esc(r)

记入射场、散射场的角动量分别为 l、l′。假设 Ein(r) 只有单独的 l 项，如果 Jsca(r) 中含有 l′ ̸= l

项，那么总场 E(r) 中也含有 l′ ̸= l 项，反映在第二条方程中则是 Esc(r) 中也含有 l′ ̸= l 项，通过对
Ein(r)、Esc(r)、Jsca(r) 作多极矩展开并匹配其前面的系数，总有可能使两条方程达到自洽。这正是改
变散射体情形。具体来说，散射场 Es(r) 与散射电流 Jsca(r) 满足一通过散射系数 α(l,m), β(l,m) 相联
系的数学关系：

ES(r, θ, ϕ) = E0

∞∑
l=1

l∑
m=−l

il[π(2l+1)]1/2
{
1

k
β(l,m)∇×

[
h
(1)
l (kr)Xlm(θ, ϕ)

]
+ α(l,m)h

(1)
l (kr)Xlm(θ, ϕ)

}
α(l,m) =

(−i)l−1kη

E0[π(2l + 1)l(l + 1)]1/2

∫
Y ∗
lm(θ, ϕ)jl(kr)r · [∇× Jsca(r)]d

3r

β(l,m) =
(−i)l−1k2η

E0[π(2l + 1)l(l + 1)]1/2

∫
Y ∗
lm(θ, ϕ)jl(kr)×

{
k2r · Jsca(r) +

(
2 + r

d

dr

)
[∇ · Jsca(r)]

}
d3r
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图 8: 偶极天线。左图显示了偶极天线与介质球的相对位置，右图为偶极天线在 xOz 平面上的功率等
值面图

处理如此复杂的方程是困难的。事实上，如果 Jsca(r) 中也只有 l 项，那么 Esc(r) 中也只有 l 项，
在这种情形下方程组仍然有可能在恰当的系数匹配下成立，即 Jsca(r) = ξ1Ein(r) = ξ2Esc(r) 为方程组
的一组解。为了使 Jsca(r) 不含有 l′ ̸= l 项，散射电流的空间分布必须完整地复制入射场的空间分布特
性，更进一步说，是复制产生入射场的源（同样可视作随时间振荡的电流）的位形，散射电流可视作入
射场源在介质体内的映像。若介质体的形状不规则，其势必“挤压”该映像，而形变的部分必须由其他
l′ 项的散射电流来描述。如果形变没有任何对称性，其显然需要通过无穷多阶l′项的散射电流叠加才能
描述。反过来说，如果介质体是高度对称的介质球，它将能够完整地将入射场源的位形投影到其散射电
流的位形中，而只产生与入射场具有相同l项的散射场。
有了这一判断，应该用仅含有 l = 2 项的源在均匀介质球表面产生电四极状的散射场。但我们暂时

还不清楚 l = 2 项的源具有什么位形。在解决这一问题之前，我们先使用由偶极天线近似产生的 l = 1

项源验证上述判断的正确性。
在 Comsol 中绘制一中心位于原点，高度为 d = 2dantenna + dgap = 2m + 0.01m = 2.01m，半径

为 rantenna = 0.05m 的分层圆柱体作为偶极天线，其中层厚度为 dantenna，为了使天线中分布有随时间
振荡的电流，需要使用“电磁波，频域 (emw)”模块，并添加“集总端口”提供激励。集中端口的域选
择圆柱体中高度为 dgap 的中间层。设置集总端口的源类型为电压，大小 V0 = 1V，高度、宽度分别为
dgap、2πrantenna，端子间方向沿天线臂。再在“电磁波，频域”模块添加“阻抗边界条件”，选中偶极
天线包含的所有域，即可完成偶极天线的绘制（见图8）。

图9显示了在包含偶极天线的一定空间内（边界设置为完美匹配层），电场模的等值面图。在距离
偶极天线 l = 0.5m 的位置放置有一半径为 r = 0.1m 的电介质球，其球心与天线中心的连线与天线垂
直，电介质球附近出现了明显的偶极辐射图案，偶极辐射的极大值方向与电场偏振方向相同。散射截面

的计算结果显示|σ(1, 0)
σ(2, 0)

|2 ≈ 10，说明确实产生了占主导的电偶极辐射。

注意当前介质球与偶极天线的距离l = 0.5m与偶极天线的尺寸d = 2.01m同量级，这是导致沿天线
垂直方向电场模不对称的原因。如果将介质球沿移动得足够远（l ≈ 10d），且保持其与天线的夹角不变，
则沿天线垂直方向两侧的辐射强度已基本相同（见图10），这接近于远场散射的结果。事实上，在足够
远的区域，入射场已可视作平面波。
可能引起疑惑的是，平面波意味着场携带有从l = 1到∞的所有角动量，但偶极辐射只包含l = 1的
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图 9: 处于电偶极辐射场中的均匀介质球。左图显示了介质球附近的电场模，右图显示了各阶电多极矩
对散射截面的贡献

图 10: 介质球的散射场。两图分别为近场、远场散射下的结果
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图 11: 坐标算符 ζ(û) 作用于电流元的结果。从左到右三张图分别为 J(r)、Jx(r)、Jyx(r) 的电流位形

角动量。事实上，我们所说的“只包含l = 1”是对整个偶极辐射场来讲的，如果只是截取辐射场的一部
分，它可以拥有其他阶数的角动量。对于任何形式的辐射，在远场区某一局域内介质体“感受”到的波
都可以近似视作平面波，这意味着即使激励源是只含有高阶l，高阶角动量占主导的散射也只能在近场
区观察到，入射场必须足够“非均匀”。

4.3 电四极激励

均匀介质球能被偶极天线激发出占主导偶极辐射，证实了之前的判断。现在需要验证 l = 2 的情
形，我们面临的第一个问题是：什么样的激励源可以产生只含 l = 2 角动量的场？
从根本上来说，这还是依赖于起散射场与激励电流基于多极矩展开的数学关系，激励电流可被分

解为电流多极矩。l 阶电流多极矩的定义式为：

M (l) =
i

(l − 1)!ω

∫
Jtotal(r) rr...r︸ ︷︷ ︸

l−1 �

d3r

其中 Jtotal(r) 为总激励电流。点电流元可以表示为 Jtotal(r) = ILδ(r)，即一个长为 L 的导线携带
有复振幅为 I 的随时间谐变的电流，其完全等效于一赫兹振子。

通过点电流元 J(r) 和一坐标变换算符 ζ(û) = −s d
du

(u 为 x, y, z 或其线性组合 )，可以构造出总激
励电流 Jtotal(r)。坐标变换算符的作用如下：当 ζ(û) 作用于电流元时，它将复制出两份电流元，一份
沿 u 方向平移 s/2，另一份沿 −u 方向平移 s/2 并绕其中心旋转 180（即复振幅相位差 π）。
以下通过一个例子说明这一点。现在假设方向沿 y轴正向的 J(r) = ŷILδ(r)中心位于原点。Jx(r) =

ζ(x̂)J(r) 的图案由将 J(r) 沿 x 轴正向平移 s/2，再构造一中心位于 (−s/2, 0, 0)，方向沿 y 轴负向的电
流元组成（见图11），而 Jyx(r) = ζ(ŷ)ζ(x̂)Jx(r) 的图案由 Jx(r) 的图案沿 y 轴正向平移 s/2，和 Jx(r)
的图案沿 y 轴平移负向 s/2 再使各电流元旋转 180° 构成。
因此，每个 l 阶电流多极矩由 p个经过 ζ(û)作用 (l−1)次的 J(r)构成，p的数值和坐标算符 ζ(û)

的 u 需要通过求解电多极系数得到。对于二阶电流多极矩（产生电四极辐射场），M (l) 就是二阶张量

Q，Qij =
i

ω

∫
Jij(r)rd3r 正是经 ζ(ĵ)、ζ (̂i) 先后作用于 J(r) 得到的电流多极矩，而阶数为 (l,m) 的电

多极系数 aE(l,m) 总可以分解为 p 个独立的多极矩 Qij 之和。通过观察电多极系数 aE(l,m) 所含有的
各 Qij 项的符号与下标，就可以推断出 (l,m) 阶电多极矩辐射源的电流位型。
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图 12: 电四极辐射的源电流位形

图 13: 由三根相互垂直的偶极天线产生电四极辐射。左图显示了天线与介质球的相对位置，右图为四
极天线的功率等值面图

电四极辐射多极矩系数的与平面波中电多极系数的计算遵循类似的步骤，其本质都是利用球谐函
数积分将冗杂项消去，由于此处还需考虑散射场与源电流之间的关系，计算将会更加复杂，此处略去复
杂的数学推导，直接给出结果。

aE(2, 0) =
√
6C2[2Qzz −Qxx −Qyy]

产生电四极辐射的源电流位形应如图12所示。回到如何产生 l = 2 的电四极辐射这一问题：需要三
根相互垂直、中心均位于原点的天线（见图13），而沿 z 轴的天线与位于 xOy 平面上的两根天线相比，
其集总端口的输入电压应有数值上 2 倍，相位上 π 的差异。
在 (−0.5,−0.5 , 0) 处放置一均匀电介质球，观察通过其球心且垂直于 z 轴切面上的电场模图（见

图14），可以观察到在 ϕ = 45、215 的方向上出现极大值，在 ϕ = 135、315 的方向上出现极小值，这

正是电四极辐射的特点。计算各阶电多极矩的散射截面，|σ(2, 0)
σ(1, 0)

|2 ≈ 101，同样说明产生了占主导的电

四极散射。
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图 14: 处于电四极辐射场中的均匀介质球。左图显示了介质球附近的电场模，右图显示了各阶电多极
矩对散射截面的贡献

5 总结

通过将求解静电场中均匀介质球外电势的问题转化为长波极限下的散射问题，本文得到了介质体
内激发占主导的电四极矩散射的条件，以下做一总结。我们首先分析了散射的物理过程：散射场的最终
形式依赖于总场与介质体间的反复作用，而玻恩近似提供了这一物理过程的数学描述。我们将标量场的
玻恩近似推广到矢量场，并分析了一阶、二阶玻恩近似下散射场的微分散射截面，指明近似到二阶对定
性判断电偶极、电四极辐射强度的必要性。接下来通过分析散射场的积分-微分方程，给出了激发占主
导的电四极辐射的两种方式：改变散射体和改变激励源。在“改变散射体”一节中，我们通过仅改变相
对介电常数 εr 和仅改变位形两种方式，从理论和模拟两个角度验证了使电四极散射对总散射截面的贡
献大于电偶极散射的可能性。而在“改变激励源”一节中，我们首先阐释了散射场产生的物理机制，由
传导电流和位移电流构成的散射电流是散射场“源”，其次从理论上证明了平面波不可能在均匀介质球
中激发占主导的电四极矩，从而说明了使用单模激励源的必要性。通过分析联系总场与散射电流的两条
方程，我们解释了体系高对称性在保持散射场单模特性的必要性，并验证了电偶极激励在均匀介质球
中只会产生电偶极响应。最后我们通过一套基于多极矩展开的理论，给出了电四极激励源的源电流位
形及产生电四极辐射的方式，并同样验证了均匀介质球对电四极激励将产生占主导的电四极散射响应。
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