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摘要 

导体球处于介电常数不同的两种分块均匀介质中，交界面平分导体球，对于这个问题一

般采用猜解的方法。但由于外部介质并无球对称性，直接假设电场球对称不够严谨。本文采

用本征函数展开法严格地考察这一问题，分析了其中猜解的物理根源，并对不同介电常数介

质分布更为复杂的体系进行探究，进一步推广了可以猜解的体系。另外对于本征函数法无法

严格求解的体系进行近似处理，仍然用本征函数法研究其局域近场行为，得到和模拟一致的

结果。 

 

Ⅰ.引言 

 
对于均匀介质体系，静电问题的求解是相对比较容易的，但如果空间中的介质不均匀，

往往会使求解变得困难，以下我们针对较特殊的一些体系的静电问题求解进行讨论。 

我们的出发点是如图 1所示的体系：一个导体球，外部包围两种不同介电常数的均匀介

质，介质的交界面顶点经过球心，所夹立体角为任意值。类似的问题在二维体系中也存在：

无限长导体圆柱，外部两种介质的交界面通过圆柱中轴线，所夹二面角为任意值。 

求解这类问题的一种直接的思路是：先假设电场为球对称的（若是对二维问题，假设电

场为旋转对称），然后说明这种形式的解能够满足问题的所有边界条件，那么根据唯一性定

理，所猜出的解就是这个体系的正确解。不过，由于外部介质本身不具有球（旋转）对称性，

所以一开始就做电场为球（旋转）对称的假设其实只是数学上的操作，物理上的原因并不清

晰。因此，我们希望利用严格的本征模式展开法来严格地考察这类问题，来说明做这样的假

设道理何在。 
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图 1 导体球（柱）外包

围两种均匀介质示意图 
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图 2 导体圆柱体系 
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图 3 导体球体系 



 

 

Ⅱ.介质交界面过球心（轴心）体系的严格求解 

 
先来看数学上比较简单的二维问题：如图 2，圆柱（半径为𝑅）外部有𝜀1, 𝜀2两介质，圆

柱电势为𝜑0，根据体系的镜像对称性，以交界的角平分线为极轴，建立极坐标系。 

所以电势满足方程： 

 {
∇2𝜑1 = 0,0 ≤ 𝜙 ≤ 𝛼

∇2𝜑2 = 0, 𝛼 ≤ 𝜙 ≤ 𝜋
 (1) 

易根据介质交界面处、金属、无穷远边界条件得到： 

 

{
 
 

 
 
𝜑1|𝜙=𝛼 = 𝜑2|𝜙=𝛼              

𝜀1
𝜕𝜑1

𝜕𝜙
|𝜙=𝛼 = 𝜀2

𝜕𝜑2

𝜕𝜙
|𝜙=𝛼

𝜑|𝜌=𝑅 = 𝜑0                        

�⃗� |𝜌→∞ = 0                         

 (2) 

由于镜像对称性，有： 

 {
𝜑1,

𝜕𝜑1

𝜕𝜙
在𝜙 = 0处连续

𝜑2,
𝜕𝜑2

𝜕𝜙
在𝜙 = 𝜋处连续

 (3) 

可以根据分离变量法，设𝜑 = 𝛷(𝜙)𝑅(𝜌)，求解电势方程(1)，得到径向、角向方程： 

 {
𝛷′′ + 𝜆𝛷 = 0               
𝜌2𝑅′′ + 𝜌𝑅′ − 𝜆𝑅 = 0

 (4) 

先根据𝜙的边界条件求解𝜙的方程，以确定本征值与本征函数：首先讨论本征值的可能

取值： 

1°𝜆 < 0时，设𝜆 = −𝛾2。由(4)，有𝛷(𝜙) = {
𝐴1𝑒

𝛾𝜙 + 𝐴2𝑒
−𝛾𝜙, 0 ≤ 𝜙 ≤ 𝛼

𝐵1𝑒
𝛾𝜙 + 𝐵2𝑒

−𝛾𝜙, 𝛼 ≤ 𝜙 ≤ 𝜋
，𝐴1、𝐴2、𝐵1、

𝐵2均为待定系数；进一步由 (3)，有： {
𝐴1 = 𝐴2                
𝐵1𝑒

𝛾𝜋 = 𝐵2𝑒
−𝛾𝜋 ，则可以把𝛷(𝜙)改写为

{
𝐴 cosh𝛾𝜙 ,             0 ≤ 𝜙 ≤ 𝛼
𝐵 cosh𝛾(𝜙 − 𝜋) , 𝛼 ≤ 𝜙 ≤ 𝜋

，其中𝐴、𝐵为待定系数。最后由(2)得到待定系数满足的方程组：

{
𝐴 cosh𝛾𝛼 = 𝐵 cosh𝛾(𝛼 − 𝜋)      
𝜀1𝐴 sinh𝛾𝛼 = 𝜀2𝐵 sinh 𝛾(𝛼 − 𝜋)

，方程组只有𝐴 = 𝐵 = 0解，即只有𝛷(𝜙) = 0的平庸解，最

后是不可能满足{
𝜑|𝜌=𝑅 = 𝜑0
𝜑|𝜌→∞ = 0

的边界条件的，因此排除𝜆 < 0； 

2°𝜆 = 0时，由(3)(4)有：𝛷(𝜙) = {
𝐴, 0 ≤ 𝜙 ≤ 𝛼
𝐵, 𝛼 ≤ 𝜙 ≤ 𝜋

，𝐴、𝐵为待定系数。根据(2)有：𝐴 = 𝐵，

那么可取𝛷0(𝜙) = 1，对应的是旋转对称的势场； 

3°𝜆 > 0时，设𝜆 = 𝛾2，同样地由(3)(4)有：{
𝐴 cos 𝛾𝜙 ,             0 ≤ 𝜙 ≤ 𝛼
𝐵 cos𝛾(𝜙 − 𝜋) , 𝛼 ≤ 𝜙 ≤ 𝜋

，𝐴、𝐵为待定系

数。再根据(2)有： 

 {
𝐴 cos 𝛾𝛼 = 𝐵 cos𝛾(𝛼 − 𝜋)      
𝜀1𝐴 sin 𝛾𝛼 = 𝜀2𝐵 sin 𝛾(𝛼 − 𝜋)

 (5) 

由(5)可得到𝛾满足方程：𝜀1 sin 𝛾𝛼 cos 𝛾(𝛼 − 𝜋) + 𝜀2 cos 𝛾𝛼 sin 𝛾(𝛼 − 𝜋) = 0，可形式上



 

 

将第𝑛个本征值记为𝛾𝑛，那么方程组(5)的解可取为：{
𝐴 = cos𝛾𝑛(𝛼 − 𝜋)
𝐵 = cos𝛾𝑛𝛼           

，对应的本征函数为：

𝛷𝑛(𝜙) = {
cos 𝛾𝑛(𝛼 − 𝜋) cos𝑚𝜙 , 0 ≤ 𝜙 ≤ 𝛼
cos 𝛾𝑛𝛼 cos𝑚(𝜙 − 𝜋) , 𝛼 ≤ 𝜙 ≤ 𝜋

。 

确定了本征函数，还需要找到使不同本征值的本征函数正交的权函数。可以得到（具体

计算可见附录）：𝑤(𝜙) = {
𝜀1, 0 ≤ 𝜙 ≤ 𝛼
𝜀2, 𝛼 ≤ 𝜙 ≤ 𝜋

。这其实挺符合直觉的：不同区域的介电常数不同，

权函数正反映了这种不均匀性。这样，对𝑚 ≠ 𝑛，就有∫ 𝛷𝑚(𝜙)𝛷𝑛(𝜙)𝑤(𝜙)𝑑𝜙
𝜋

0
= 0 

𝜌的方程容易求解：𝜆 = 0时，有𝑅(𝜌) = 𝐶0 + 𝐷0 ln 𝜌；𝜆 > 0时，对𝜆𝑛 = 𝛾𝑛
2，有𝑅(𝜌) =

𝐶𝑛𝜌
𝛾𝑛 +𝐷𝑛𝜌

−𝛾𝑛。于是最后电势的通解可以写成： 

𝜑 = 𝐴0 + 𝐵0𝑙𝑛𝜌⏟      
𝜆=0

+∑𝐶𝑛𝜌
−𝛾𝑛𝛷𝑛(𝜙) + 𝐷𝑛𝜌

𝛾𝑛𝛷𝑛(𝜙)⏟                  
𝜆>0

∞

𝑛=1

 

接下来根据𝜌的边界条件确定所有待定系数，根据(2)中�⃗� |𝜌→∞ = 0，通解中不低于𝜌1的

项的系数均应为 0：𝐷𝑛 = 0；根据(2)中𝜑1,2|𝜌=𝑅 = 𝜑0，由于方程右边只有 0阶项，所以利用

不同本征值的本征函数相互正交的性质，高阶项都为 0：𝐶𝑛 = 0，且𝐴0 + 𝐵0𝑙𝑛𝑅 = 𝜑0，于是

电势最终求解出来了： 

𝜑 = −
𝜑0𝑙𝑛𝑅0

𝑙𝑛
𝑅

𝑅0

+
𝜑0

𝑙𝑛
𝑅

𝑅0

𝑙𝑛 𝜌（这里取了𝜌 = 𝑅0处为电势零点） (7) 

电场易得，从略。 

对球的体系的做法也是类似的：如图 3，以导体球（半径为𝑅）球心为原点，建立球坐

标系，设介质交界面满足方程：𝜃 = 𝛼。容易得到边界条件：

{
 
 
 

 
 
 
∇2𝜑1 = 0,0 ≤ 𝜃 ≤ 𝛼       

∇2𝜑2 = 0, 𝛼 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋      
𝜑1|𝜃=𝛼 = 𝜑2|𝜃=𝛼             

𝜀1
𝜕𝜑1

𝜕𝜃
|𝜃=𝛼 = 𝜀2

𝜕𝜑2

𝜕𝜃
|𝜃=𝛼

𝜑|𝜌=𝑅 = 𝜑0                        

𝜑|𝜌→∞ = 0                         

。设

电势的分离变量形式：𝜑 = 𝑅(𝑟)𝛩(𝜃)𝛷(𝜙)，由旋转对称性知𝛷(𝜙) = 1。然后求解𝛩(𝜃)，根

据𝜃的边界条件得到本征值𝜈满足方程：𝜀2𝑃𝜈(cos𝛼)𝑃
′
𝜈(−cos 𝛼) + 𝜀1𝑃𝜈(−cos𝛼)𝑃

′
𝜈(cos𝛼) =

0，记第𝑛个本征值为𝜈𝑛，对应的本征函数可取为：𝛩𝑛(𝜃) = {
𝑃𝜈(−cos𝛼)𝑃𝜈(cos𝜃), 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝛼

𝑃𝜈(cos𝛼)𝑃𝜈(−cos𝜃), 𝛼 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋
，

权函数𝑤(𝜃) = {
𝜀1, 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝛼
𝜀2, 𝛼 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋

。求解𝑅(𝑟)得：𝑅(𝑟) =
𝐴

𝑟𝑣+1
+ 𝐵𝑟𝜈。那么： 

𝜑 = ∑
𝐴𝑛
𝑟𝜈𝑛+1

+ 𝐵𝑛𝑟
𝜈𝑛

∞

𝑛=0

 

最后根据𝑟的边界条件以及𝛩𝑛(𝜃)的正交性，只有𝐴0 ≠ 0，于是电势：𝜑 =
𝜑0𝑅

𝑟
。电场易

得，从略。 

 

 

(6) 

(8) 



 

 

Ⅲ.解的物理分析 

 
在这两个问题中，势场呈现出旋转对称或者球对称性，这种对称性正是来自于体系良好

的结构与边界条件。比如以导体圆柱为例，如图 4所示，导体边界条件要求电场要垂直于表

面，因此导体附近的电场是沿着径向的；沿径向的电场没有穿过外部介质交界面，极化电荷

不会影响原来电场的方向，所以电场在全空间都是沿径向的。进一步，很容易计算：𝜌𝑝 =

−∇�⃗� = 0，所以空间中的极化电荷体密度为 0，这说明空间中只有导体表面存在净电荷（包

括导体内表面的自由电荷，外表面的极化电荷）。如果总电荷分布不均匀，那么导体柱内部

电场就不为 0，在电场驱动下，自由电荷就会重新分布，使得总电荷分布均匀。这也很容易

验证：外表面极化电荷面密度为：𝜎𝑝(𝜙) = �̂� ∙ �⃗� = 𝜀0(1 − 𝜀(𝜙))𝐸(𝑅0)，其中 𝜀(𝜙) =

{
𝜀1, −𝛼 ≤ 𝜙 ≤ 𝛼

𝜀2,   其它            
，内表面自由电荷面密度为：𝜎𝑓(𝜙) = −�̂� ∙ �⃗⃗� = 𝜀0𝜀(𝜙)𝐸(𝑅0)，所以总电荷面

密度为：𝜀0𝐸(𝑅0)，为一个定值，所以最终全空间的电场是旋转对称的。对导体球的情形也

是类似的，得到电场球对称的结果。 

 

Ⅳ.可猜解体系的推广 

 
很容易将这个问题推广到外部由多个介质组成的体系，与前面的讨论类似，很自然地可

以得到电势是旋转对称或者球对称的。那么，当介质数目越来越多，以至于𝜀随角向的变化

趋于连续分布时（数学上可以写成𝜀(𝜙)(导体圆柱情形)或𝜀(𝜃, 𝜙)(导体球情形)的形式），我们

仍然可以认为，在导体表面附近以外的介质区域激发的极化电荷没有破坏电场的对称性（事

实上在前面这些情况中，只有导体外表面存在净的极化电荷），最终电场仍然可以保持旋转

（球）对称性。 

在这里，我们也给出了一开始提到的猜解方式为何能够起效的物理原因：正是由于源电

场没有穿过介质的交界面，不会产生净极化电荷，因此导体可以通过电荷的重新分布而使得

总电荷均匀分布于导体表面，最终的势场才呈现球对称或旋转对称分布。 

更进一步，如果考虑介电常数随径向也会发生改变时，一般情况下的电势自然会比较复

杂，难以解析求解。不过，我们关注的是什么情况下电势仍能保持（旋转）球对称性。我们

发现，如果导体外的空间介电函数数学上满足𝜀(𝜌)𝜀(𝜙)(导体圆柱情形)或𝜀(𝑟)𝜀(𝜃, 𝜙)(导体球

图 4 导体圆柱的电场示意图，可见电场方向是沿径向的 



 

 

情形)这样分量变量的形式，我们仍然可以得到保持旋转对称或球对称的电势。比如，如图

5是采用数值模拟的办法，对各种分离变量的介电函数形式求解得到的空间电势分布，模拟

的结果表明电势都是呈旋转对称或球对称分布。 

以下我们利用解析方法对电势满足旋转对称性进行证明： 

圆柱体系的介电函数为𝜀 = 𝜀1(𝜌)𝜀2(𝜙)的形式。由于这时电势方程为∇ ∙ (𝜀∇𝜑) = 0，所以

还不能用拉普拉斯方程下的本征函数展开电势。既然已有直观的模拟结果了，我们可以假设

电场势旋转对称的：�⃗� = 𝐸(𝜌)𝑒�̂�，则电势也只是𝜌的函数：𝜑(𝜌)，电势方程可化简为： 

𝛻 ∙ (𝜀𝛻𝜑) = 0 ⇒ 𝛻𝜀 ∙ 𝛻𝜑 + 𝜀𝛻2𝜑 = 0 

⇒ −(
𝑑𝜀1
𝑑𝜌

𝑒�̂� +
1

𝜌

𝑑𝜀2
𝑑𝜙

𝑒�̂�) ∙ 𝐸(𝜌)𝑒�̂� + 𝜀1𝜀2𝛻
2𝜑 = 0 

⇒ 𝜀1𝜀2𝛻
2𝜑 =

𝑑𝜀1
𝑑𝜌

𝐸(𝜌) 

注意到右边只与𝜌相关，可把方程写成： 

 𝛻2𝜑(𝜌) = 𝑓(𝜌) (10) 

这是一个二维泊松方程，结合𝜌 → ∞与𝜌 = 𝑅的边界条件，可知这个问题必存在旋转对

称解，由唯一性定理，所得解就是问题的最终解。那么，我们就证明了：空间介电函数满足

𝜀(𝜌)𝜀(𝜙)形式时，电势满足旋转对称性，进而电场也满足旋转对称性。 

三维球体系也是类似的方法证明。所以我们得到了进一步的结论：当介电函数满足

𝜀(𝜌)𝜀(𝜙)或𝜀(𝑟)𝜀(𝜃, 𝜙)的分离变量形式时，非均匀介质交界面激发的极化电荷仍然不会破坏

源电场的对称性，电势、电场依然可以保持球（旋转）对称。 

(9) 

(a)相对介电函数：𝜀 = 𝜌|cos𝜙| 

(b)相对介电函数：𝜀 = (1 + 𝜌)(2 + 𝑐𝑜𝑠 𝜙) 



 

 

 

Ⅴ.介质交界面不过球心（轴心）的体系 

 

当边界条件和体系的对称性匹配不佳的情况，以介质交界面不过球心为例，数值模拟

的结果如图 6，可以看出电势、电场最终不再呈球对称分布了，因此很显然，这时不可能

简单地通过猜解得到此时静电场的解了。那么，使用本征模式展开法可以求解这一问题

吗？ 

 

图 5 导体圆柱、导体球外介电函数、电势图。(a)(b)为圆柱体系，(c)(d)为球体系 

(c)相对介电函数：𝜀 = 𝑟|cos𝜃| 

(d)相对介电函数：𝜀 = (1 + 𝜌2)(2 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃)(2 + 𝑠𝑖𝑛𝜙) 

𝜀2 𝜀1 

这
其
实
挺
符
合
直



 

 

 

本征模式展开法求解问题有个前提，那就是需要使我们所选取的坐标系与整个体系的对

称性相匹配，这样才可以在我们所用的坐标系下将边界条件写成分离变量的形式，从而转化

为本征值问题，进而求解。对于介质的交界面过导体球心或轴心的体系，交界面与球坐标和

柱坐标的对称性匹配，如前所述，我们可以利用分离变量法来求解；而对交界面不过球心的

体系，交界面形状与球坐标或柱坐标不匹配，那么如果还是按照前面的思路选择坐标系，在

这两种坐标系下就无法将边界条件分离变量，无法转化为本征值问题，于是无法利用本征模

式展开法求解。 

所以，如果要想利用本征模式展开法，可能的方案有：1.找到一个合适的坐标系，使边

界条件、体系的对称性与坐标系相匹配；2.做特殊的变量代换，使变换后的边界与变换后的

坐标系匹配，其中的一种方法就是保角变换法，但是对我们考虑的这个体系，这些方法在数

学上都相当不容易，所以本征模式展开法难以求解这一问题。 

既然严格求解有困难，我们就希望寻求对这个问题的定性认识。交界面和导体几何形状

对应的球坐标系并不一致，那我们想办法取消掉其中一项的对称性限制：我们先在导体、两

种介质交界点附近考察近场的电势分布，这就相当于让导体球半径趋于无限大，成为无限大

图 6 介质交界面不经过导体球球心的电势图。数值模拟中取导体球电势𝜑0 = 1𝑉，半径𝑅 =

1𝑚，右侧介质介电常数𝜀1 = 1，左侧𝜀2 = 10。(a)为示意图，(b)~(f)为不同𝑎的电势图 



 

 

平面，介质交界面也可以近似成与导体表面夹某个角度的半平面，如图 7所示。这样就取消

了导体几何形状的对称性限制，于是我们就能以交界点为原点，建立极坐标系。为了使问题

定解，我们再假设导体的电势为 0，在𝜌 = 𝑅处为一等电势面𝜑0，于是这个问题就与前面柱

的问题非常类似，所以能利用本征模式展开法来求解了。 

接下来就来具体求解一下：易知电势方程与边界条件为： 

 

{
 
 
 
 

 
 
 
 
∇2𝜑1 = 0,0 ≤ 𝜙 ≤ 𝛼       

∇2𝜑2 = 0, 𝛼 ≤ 𝜙 ≤ 𝜋      
𝜑1|𝜙=𝛼 = 𝜑2|𝜙=𝛼              

𝜀1
𝜕𝜑1

𝜕𝜙
|𝜙=𝛼 = 𝜀2

𝜕𝜑2

𝜕𝜙
|𝜙=𝛼

𝜑1,2|𝜌=𝑅 = −𝜑0                 

𝜑1,2|𝜌→0 = 0                       

𝜑1|𝜙=0 = 0                         

𝜑2|𝜙=𝜋 = 0                         

 

这里为使边界条件齐次化，所以假设导体为零电势体，这可以通过移动电势零点得到。

注意到后面四个边条和前面的柱的问题有所不同，因此最终本征函数也会有所不同。与前面

同样的做法，我们可以得到本征值与本征函数。可以根据边界条件计算得到：这时本征值𝜆 ≤

0时都只能得到𝛷(𝜙) = 0的平庸解，只有𝜆 > 0的解存在非平庸的解，且满足方程：

1

𝜀1
tan√𝜆𝛼 +

1

𝜀2
tan√𝜆(𝜋 − 𝛼) = 0，记第𝑛个本征值为𝜆𝑛，相应的本征函数也容易得到：

𝛷𝑛(𝜙) = {
sin√𝜆𝑛(𝜋 − 𝛼) sin√𝜆𝑛𝜙 , 0 ≤ 𝜙 ≤ 𝛼

sin√𝜆𝑛𝛼 sin √𝜆(𝜋 − 𝜙)  , 𝛼 ≤ 𝜙 ≤ 𝜋
，权函数满足：𝜌(𝜙) = {

𝜀1, 0 ≤ 𝜙 ≤ 𝛼
𝜀2, 𝛼 ≤ 𝜙 ≤ 𝜋

。同样

地解出𝑅(𝜌)，得到电势的通解形式： 

𝜑 =∑𝐶𝑛𝜌
√𝜆𝑛𝛷𝑛(𝜙) + 𝐷𝑛𝜌

−√𝜆𝑛𝛷𝑛(𝜙)

∞

𝑛=1

 

可以看到由于不存在𝜆 = 0项了，所以在确定待定系数的时候，会出现高阶项：利用边

界条件𝜑1,2|𝜌→0 = 0知𝐷𝑛 = 0，利用边界条件𝜑|𝜌=𝑅 = 𝜑0确定待定系数𝐶𝑛： 

𝐶𝑛 = 𝑅
−√𝜆𝑛

∫ −𝜑0𝛷𝑛(𝜙)𝜌(𝜙)𝑑𝜌
𝜋

0

∫ |𝛷𝑛(𝜙)|2𝜌(𝜙)𝑑𝜌
𝜋

0

 

这个系数一般需要数值计算，我们以𝛼 = 14.1°, 𝜑0 = 1,𝑅 = 1, 𝜀1 = 1, 𝜀2 = 10为例，计算

到 400项，系数大小如图 8所示，可见其实 200项以后，系数已经足够小了，可以忽略更

𝛼 
𝜀1 

𝜀2 𝜑2 

𝜑1 

0 

−𝜑0 
𝜀2 

𝜀1 

图 7 考察导体球的近场，建立极坐标系，并确定各边界的边界条件 

(12) 

(13) 

(14) 



 

 

高阶的项。 

因此，我们利用本征模式展开法计算了不同𝛼的电势结果（均保留了 200 项），与数值

模拟结果对比（图 9），总体上结果是很接近的，尤其是近场的结果吻合得很好。 

 

第𝑛个本征值 

𝐶𝑛 

图 8 不同本征值对应的展开系数图 



 

 

我们来分析一下得到的结果：由于电场在导体表面是垂直的，而交界面处因为极化电荷

的存在，会导致电场的切向连续，法向不连续，所以，最后的电场线和等势线会在交界面处

发生弯折。假设𝜀2 > 𝜀1，那么电势线和电场线在界面附近的行为如图 10 所示。所以，在𝛼

小于 90°时，我们求解的体系电势线会向原点凹陷，𝛼大于 90°时，电势线会向外凸出。

所以所以回到球的问题：在近场的交界点附近，我们已经解出了电势的行为，和刚才求解的

结果是类似的，在其它离交界点比较远的位置，因为导体边条的要求，电势线会趋于平行导

体表面，所以电势的行为近似保持球对称；至于在远场，因为离球越远，电场在交界面上越

趋于平行，所以极化电荷将衰减到可以忽略，这时，电势、电场就会趋于球对称的分布。 

 

 

图 9 不同界面夹角𝛼下模拟与解析计算结果。其中取导体表面电势𝜑0 = 1𝑉，𝜌 = 𝑅 =

1𝑚处为零电势面，右侧介质介电常数𝜀1 = 1，左侧𝜀2 = 10。 

𝜀1 

𝜀2 

𝐸2⃗⃗⃗⃗  

𝐸1⃗⃗⃗⃗  𝜑1 

𝜑2 

图 10电势线和电场线在界面附近的行为 



 

 

Ⅵ.总结 

 
我们通过上面这些体系、求解过程表明：非均匀介质体系的问题中有部分情形可以解析

或半解析地求解，我们采用了猜解与本征模式展开法两种方法来求解，得到的结论有：1.利

用猜解解决了导体球或柱外部有多个介质，介质交界面过球心或柱中轴线的体系，并且说明

了猜解的物理原因：要求体系对称性较高，空间中的极化电荷不会破坏对源电场的对称性。

我们还推广了结论，对于导体球与导体柱体系，空间介电函数满足𝜀(𝑟)𝜀(𝜃, 𝜙)、𝜀(𝜌)𝜀(𝜙)形

式的电势，电场最终还是保持球（旋转）对称。但超出对称性要求或介电函数形式的体系，

以上条件就不满足了，猜解就失效了；2.利用本征模式展开法严格求解了前面利用猜解求解

的体系，同时也说明了本征模式展开法对体系的对称性要求也比较高，对于交界面不过球心

的体系，本征模式展开法也是难以求解的，但我们可以通过考察近场行为，对体系做一些近

似，取消部分对称性限制来定性考察这种对称性不佳的体系。 
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附录： 

 

证明对导体原柱问题中的权函数𝑤(𝜙)为{
𝜀1, 0 ≤ 𝜙 ≤ 𝛼
𝜀2, 𝛼 ≤ 𝜙 ≤ 𝜋

： 

 

设不同本征值𝑚、𝑛对应的本征函数为𝛷𝑚(𝜙)、𝛷𝑛(𝜙)，考虑积分： 

𝐼 = ∫ 𝛷𝑚(𝜙)𝛷𝑛(𝜙)
𝜋

0

𝑤(𝜙)𝑑𝜙 

利用𝛷′′(𝜙) + 𝜆𝛷(𝜙) = 0以及边界条件

{
 
 

 
 

𝛷1|𝜙=𝛼 = 𝛷2|𝜙=𝛼

𝜀1
𝑑𝛷1

𝑑𝜙
|𝜙=𝛼 = 𝜀2

𝑑𝛷2

𝑑𝜙
|𝜙=𝛼

𝛷1,
𝑑𝛷1

𝑑𝜙
在𝜙 = 0处连续

𝛷2,
𝑑𝛷2

𝑑𝜙
在𝜙 = 𝜋处连续

有： 

𝐼 = ∫ 𝛷𝑚1(𝜙)𝛷𝑛1(𝜙)𝜀1𝑑𝜙
𝛼

0

+∫ 𝛷𝑚2(𝜙)𝛷𝑛2(𝜙)𝜀2𝑑𝜙
𝜋

𝛼

 

= −𝜀1∫ 𝛷𝑚1(𝜙)𝜆𝑛
−1𝛷𝑛1

′′ (𝜙)𝜀1𝑑𝜙
𝛼

0

− 𝜀2∫ 𝛷𝑚2(𝜙)𝜆𝑛
−1𝛷𝑛2

′′ (𝜙)𝜀2𝑑𝜙
𝜋

𝛼

 

= −𝜆𝑛
−1

{
 
 

 
 [𝜀1𝛷𝑚1(𝜙)𝛷𝑛1

′ (𝜙)]|0
𝛼 −∫ 𝛷𝑚1

′ (𝜙)𝛷𝑛1
′ (𝜙)𝜀1𝑑𝜙

𝛼

0

+

[𝜀2𝛷𝑚2(𝜙)𝛷𝑛2
′ (𝜙)]|𝛼

𝜋 −∫ 𝛷𝑚2
′ (𝜙)𝛷𝑛2

′ (𝜙)𝜀2𝑑𝜙
𝜋

𝛼 }
 
 

 
 

 

= 𝜆𝑛
−1 [∫ 𝛷𝑚1

′ (𝜙)𝛷𝑛1
′ (𝜙)𝜀1𝑑𝜙

𝛼

0

+∫ 𝛷𝑚2
′ (𝜙)𝛷𝑛2

′ (𝜙)𝜀2𝑑𝜙
𝜋

𝛼

] 

= 𝜆𝑛
−1

{
 
 

 
 [𝜀1𝛷𝑚1

′ (𝜙)𝛷𝑛1(𝜙)]|0
𝛼 −∫ 𝛷𝑚1

′′ (𝜙)𝛷𝑛1(𝜙)𝜀1𝑑𝜙
𝛼

0

+

[𝜀2𝛷𝑚2
′ (𝜙)𝛷𝑛2(𝜙)]|𝛼

𝜋 −∫ 𝛷𝑚2
′′ (𝜙)𝛷𝑛2(𝜙)𝜀2𝑑𝜙

𝜋

𝛼 }
 
 

 
 

 

= 𝜆𝑛
−1 [∫ 𝛷𝑚1

′′ (𝜙)𝛷𝑛1(𝜙)𝜀1𝑑𝜙
𝛼

0

+∫ 𝛷𝑚2
′′ (𝜙)𝛷𝑛2(𝜙)𝜀2𝑑𝜙

𝜋

𝛼

] 

= 𝜆𝑚𝜆𝑛
−1[∫ 𝛷𝑚1(𝜙)𝛷𝑛1(𝜙)𝜀1𝑑𝜙

𝛼

0

+∫ 𝛷𝑚2(𝜙)𝛷𝑛2(𝜙)𝜀2𝑑𝜙
𝜋

𝛼

] 

所以𝐼 =
𝜆𝑚

𝜆𝑛
𝐼，又𝜆𝑚 ≠ 𝜆𝑛，所以𝐼 = 0，即不同本征值的本征函数相互正交，这就证明了

𝑤(𝜙) = {
𝜀1, 0 ≤ 𝜙 ≤ 𝛼
𝜀2, 𝛼 ≤ 𝜙 ≤ 𝜋

为这个体系的权函数。 

对本文其它体系的权函数的证明方法也是类似的。 


