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摘要 我们证明了在二维空间椭圆接地边界外放置点电荷的问题中，电势不能直接

使用单个镜像电荷的镜像法求解；通过保角变换，可以间接使用圆形边界-外
电荷体系的镜像法求解。介绍了保角变换在变换光学中的应用，保角变换对

于二维的各向同性介质不会对介电常数和磁导率产生影响和改变，但三维的

共形变换则不具备此特性。此外，我们用 COMSOL 对原问题进行了模拟。
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1 镜像法不能直接用于椭圆球壳

我们知道圆形接地边界-外电荷体系的电势可以使用镜像法求解，这为结果的

导出带来了极大的方便。那么椭圆边界-外电荷体系的电势能否用镜像法求解呢？

我们的结论是，对于接地椭圆边界外部放置一个点电荷的问题，不能使用一个镜

像电荷来等效椭圆边界外部的静电场。证明如下：

只考虑二维情形。设椭圆为 C : x2

a2
+ y2

b2
= 1，其中 a, b 均为正数。

1.1 外电荷位于椭圆长短轴上

简便起见，先考虑外部电荷在椭圆长短轴上的情况。在椭球之外有一点电荷 q

位于 (d, 0)，假设其对应的镜像电荷 −q′ 位于 (d′, 0)。椭圆上一点坐标用参数表示

为 P (a cos θ, b sin θ)。

由边界接地，有

φ =
1

4πϵ0

(
q

r
− q′

r′

)
= 0, ∀P ∈ C

其中

r =
√

(a cos θ − d)2 + (b sin θ)2

r′ =
√

(a cos θ − d′)2 + (b sin θ)2

代入方程并换元 t = cos θ 得

(a2 − b2)(q′2 − q2)t2 − 2a(q′2d− q2d′)t+ q′2(b2 + d2)− q2(b2 + d′2) = 0, ∀t ∈ [−1, 1]

因此各项系数都应该为 0，由二次和一次项可得

q′ = q, d′ = d

此时常数项为 0，虽然满足恒成立，但是这个解不符合要求，故不存在镜像电荷满

足边界条件。

1.2 外电荷在椭圆外任意位置

假如外电荷不处在长短轴上，我们也可以说明这一点，不妨设 q(x, y)，−q′(x′, y′)，

同理可得

(a2 − b2)(q′2 − q2)t2 − 2a(q′2x− q2x′)t− 2b(q′2y − q2y′)
√
1− t2

+q′2(b2 + x2 + y2)− q2(b2 + x′2 + y′2) = 0, ∀t ∈ [−1, 1]
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对 t 泰勒展开得到结果(
q′2
(
b2 + x2 + y2

)
− q2

(
b2 + x′2 + y′2

)
− 2b

(
yq′2 − q2y′

))
−2
(
a
(
xq′2 − q2x′)) t+ ((a2 − b2

) (
q′2 − q2

)
+ b
(
yq′2 − q2y′

))
t2

+
1

4
b
(
yq′2 − q2y′

)
t4 +

1

8
b
(
yq′2 − q2y′

)
t6 +

5

64
b
(
yq′2 − q2y′

)
t8

+O
(
t10
)
= 0, ∀t ∈ [−1, 1]

可见从 t4 开始后面项系数等于 0 是等价的。先用一次、二次、四次项系数为

0 三个方程解出三个未知数

q′ = q, x′ = x, y′ = y

此时常数项也为 0，同样满足恒成立，但是这个解当然也不符合要求，所以不存在

镜像电荷满足边界条件。

1.3 椭圆退化为圆

从上面的分析也可以看出，当 a = b 时，椭圆退化为圆，恒成立方程的二次项

系数为 0，这时问题就是讲义上的例题，可以验证镜像法存在有物理意义的解：

q′ =
R

d
q, d′ =

R2

d

这时外电势的解为

φ =
1

4πϵ0

 q√
r2 + d2 − 2rd cos θ

−
R
d
q√

r2 +
(
R2

d

)2 − 2rR2

d
cos θ

 , r > R

因此，圆形球壳-外点电荷体系存在镜像法是一种巧合，无法推广至椭圆形球

壳-外电荷体系。

2 使用保角变换求解电势

我们在数理方法里知道，解析函数具有保角性，用解析函数表达的变换因此

也被称为保角变换。事实上，保角变换还可以保证 Laplace 方程和 Poisson 方程正

确性不变，可以用保角变换求解电势。

2.1 保角变换的物理性质

依旧只考虑二维空间。设原空间一点用复数表示为 z = x+ iy，经过保角变换

w = f(z) 得到像空间中一点 w = u+ iv。两空间下二维 Laplace 算符分别为

∇2
z =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
, ∇2

w =
∂2

∂u2
+

∂2

∂v2
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二者满足关系

∇2
z = |f ′(z)|−2∇2

w

链式求导并代入解析函数 C-R 条件，即可证明上式。

原坐标系下的 Laplace 方程和 Poisson 方程

∇2
zφ(x, y) = 0

∇2
zφ(x, y) = − 1

ϵ0
ρ(x, y)

用新的坐标系即可表示为

∇2
wφ(x(u, v), y(u, v)) = 0

∇2
wφ(x(u, v), y(u, v)) = − 1

ϵ0

ρ(x(u, v), y(u, v))

|f ′(z)|2

可见 Laplace 方程仍然成立，Poisson 方程仅电荷密度分布发生了改变，此外

由于

|f ′(z)|2 = |f ′(x)|2 =
(
∂u

∂x

)2

+

(
∂v

∂x

)2

=
∂u

∂x

∂v

∂y
− ∂u

∂y

∂v

∂x
=

∂(u, v)

∂(x, y)

所以
ρ(x(u, v), y(u, v))

|f ′(z)|2
dudv = ρ(x, y)dxdy

即电荷密度虽然发生变化，但是电荷量在变换前后守恒。

结合以上性质，我们可以用单值的保角变换将原空间静电场问题变换为像空

间的静电场问题求解。因为

φ(x, y) = φ(x(u, v), y(u, v)) = ϕ(u, v)

只要变换前后边界条件仍然满足，求出像空间电势分布 ϕ(u, v) 后通过变换坐标即

可得到原空间电势分布 φ(x, y)，静电场问题得解。

2.2 Joukowsky 变换及其几何性质

Joukowsky 变换是一个保角变换，对应的解析函数为

f(z) =
1

2
(z +

1

z
)

该变换可以将原空间中以坐标原点为圆心的同心圆族 x2 + y2 = r2(r > 0) 变为像

空间中以 x 轴为长轴的共焦点椭圆族 u2

a2
+ v2

b2
= 1，其中

a =
1

2
(r +

1

r
), b =

∣∣∣∣12(r − 1

r
)

∣∣∣∣ , c =
√
a2 − b2 = 1
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设 z = reiθ，代入得

u =
1

2
(r +

1

r
) cos θ, v =

1

2
(r − 1

r
) sin θ

即证。

注意到 f(z) 的实数版本就是我们熟悉的对勾函数，很容易看出这个变换并非

单值的，(1,+∞) 与 (0, 1) 段呈现出一定的对称性。对于原空间中 2 个半径为 r1

和 r2 的同心圆，当 r1r2 = 1 时，在像空间中对应同一个椭圆。所以为了满足保角

变换一一对应的条件，我们在接下来的应用中，尽量考虑 r ≥ 1 的情况。

2.3 椭圆外电势求解

回到原问题，椭圆内电势显然为 0，边界接地电势也是 0，所以求解椭圆外电

势即可。

为了方便叙述，我们先直接将一个圆形球壳-外电荷体系的外电势解通过 Joukowsky
变换为像空间里的椭圆球壳-外电荷体系的外电势解。为了避免 Joukowsky 变换的

多值性带来问题，设原空间里球壳半径为 2，外电荷电荷量为 1，到原心距离为 4
（不妨设其位于 x 轴正半轴上），这样我们研究的区域就满足 |z| > 1。此时根据镜

像法，镜像电荷电荷量为 1/2，离圆心距离为 1（自然也在 x 轴正半轴上），圆外

电势分布用原空间极坐标 (r, θ) 表示为

φ(r, θ) =
1

4πϵ0
(

1√
r2 + 42 − 8r cos θ

− 1/2√
r2 + 12 − 2r cos θ

)

变换之后像空间坐标用 (u, v) 表示，椭圆为 u2

(5/4)2
+ v2

(3/4)2
= 1，点电荷位于长轴上

u = 17
8

处。坐标变换关系为

r = a+
√
a2 − 1, cos θ =

u

|u|
1√

1 + a2

a2−1
v2

u2

其中

a =

√
u2 + v2 + 1 +

√
(u2 + v2 + 1)2 − 4u2

2

将这些关系代入 φ(r, θ) 即可得到椭圆外电势分布 ϕ(u, v)。完整解析式过长，并且

写出来也不利于实际计算，所以这里我们不写出。

2.4 一般情况解析解

本节将给出一般情况的的坐标变换公式和外电势解析式。
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实际问题中，若给定焦距为 c 的椭圆，可以使用 Joukowsky 变换的逆变换

g(w) =
w +

√
w2 − c2

c

将问题变换到像空间，使用圆形球壳-外电荷体系镜像法求解。

首先，我们给出 Joukowsky 逆变换的坐标变换公式及其推导。

原空间中一点直角坐标和用其所在椭圆表示的参数形式为 (x, y)和 (a cos γ, b sin γ)，

像空间中对应点的极坐标为 (r, θ)，则

r =
a+ b

c
, tan θ =

ay

bx

其中

a =

√
x2 + y2 + 1 +

√
(x2 + y2 + 1)2 − 4x2

2
, b =

√
a2 − c2

证明 因为

a =
c

2
(r +

1

r
), b =

c

2
(r − 1

r
), γ = θ

所以

r =
a+ b

c
, tan θ = tan γ =

ay

bx

而
x2

a2
+

y2

b2
= 1, a2 + b2 = c2

所以

a =

√
x2 + y2 + c2 +

√
(x2 + y2 + c2)2 − 4c2x2

2
, b =

√
a2 − c2

即证。

回到问题：一般地，设接地椭圆边界方程为 x2

a2m
+ y2

b2m
= 1(am > bm)，焦距为 c；

外电荷电荷量为 q，位于空间中直角坐标为 (x0, y0) 的点。在上面的 Joukowsky 逆

变换下，椭圆边界变为圆形边界 u2 + v2 = R2，其中 R = am+bm
c

；外电荷电荷量仍

然为 q，位于像空间中极坐标为 (d, α) 的点。变换后边界条件仍然满足。根据已知

结果，像空间中外电势分布为

ϕ(r, θ) =
q

4πϵ0

 1√
r2 + d2 − 2rd cos(θ − α)

− 1√
r2d2

R2 +R2 − 2rd cos(θ − α)

 , r > 1

根据坐标变换公式，代入

r =
a+ b

c
, d =

a0 + b0
c

, cos(θ − α) =
sgn(xx0)

(
1− ay

bx
a0y0
b0x0

)
√(

1 +
(
ay
bx

)2)(
1 +

(
a0y0
b0x0

)2)
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其中

a =

√
x2 + y2 + c2 +

√
(x2 + y2 + c2)2 − 4c2x2

2
, b =

√
a2 − c2,

a0 =

√
x2
0 + y20 + c2 +

√
(x2

0 + y20 + c2)2 − 4c2x2
0

2
, b0 =

√
a20 − c2

即可得到外电势分布

φ(x, y) = ϕ(r, θ),
x2

a2m
+

y2

b2m
≥ 1

内电势分布显然为

φ(x, y) = 0,
x2

a2m
+

y2

b2m
≤ 1

电场强度为

E = −∇φ(x, y)

我们编写了一般情况的 MATLAB 代码，输入问题中的参数即可得到电势和

电场的分布图像。例如上一节中的例子，对应图像如图1所示。

图 1: 2.3 中的例子

又如，取

am = 2m, bm = 1m, q = 1C, (x0, y0) = (4, 4)m

对应图像如图13所示。
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图 2: 2.4 中的例子

所以，虽然椭圆边界-外电荷体系不能直接用镜像法求解，但是可以通过 Joukowsky
逆变换间接使用镜像法求解。

2.5 保角变换拓展

保角变换除开在静电问题中的应用之外，在新兴的变换光学中也有着很多的

应用，我们研究了非静电情形下的保角变换。

首先我们思考了一下保角变换对于介电常数和磁导率的影响。这一点是很容

易想到的，因为保角变换对于空间而言进行了一番扭曲与形变。

为了保证 Maxwell 方程在坐标变换下的协变性，变换前后的张量应满足如下

关系：  ϵi
′
j
′
= det(Λ)−1Λi

′

i Λ
j
′

j ϵ
ij

µi
′
j
′
= det(Λ)−1Λi

′

i Λ
j
′

j µ
ij

其中 Λ 为坐标变换的 Jacobi 矩阵，Λi
′

i = ∂xi
′

∂xi [1]。
以上文所述的保角变换为例，z = x + iy 变换至 w = u + iv，其 Jacobi 矩阵

可以写成： (
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

)
将其代入上面的式子，利用爱因斯坦求和约定，在二维情形下，i，j 取 1 和

2，分别代表分量 x 和 y。
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我们取 ϵ1
′
2
′
为例算一下

ϵ1
′
2
′

=det(Λ)−1Λ1
′

i Λ
2
′

j ϵ
ij

=[(
∂u

∂x
)(
∂v

∂x
)ϵ11 + (

∂u

∂x
)(
∂v

∂y
)ϵ12 + (

∂u

∂y
)(
∂v

∂x
)ϵ21 + (

∂u

∂y
)(
∂v

∂y
)ϵ22]

/[(
∂u

∂x
)(
∂v

∂y
)− (

∂u

∂y
)(
∂v

∂x
)]

保角变换要求复变函数解析，故存在 C-R 条件 ux = vy

uy = −vx

其中下标表示求导时的自变量，则有：

ϵ1
′
2
′

= [(
∂v

∂x
)(
∂v

∂y
)(ϵ11 − ϵ22) + (

∂u

∂x
)2ϵ12 − (

∂u

∂y
)2ϵ21]/[(

∂u

∂x
)2 + (

∂u

∂y
)2]

其他的分量计算同理。

所有计算完成后会发现如果满足以下条件 ϵ11 = ϵ22

ϵ12 = −ϵ21

则会得到

ϵi′j′ = ϵij

也就是说变换前后的介电常数不变，磁导率也是同样的道理。

这个结论的意义是很广泛的，在电动力学中讨论的大多是各向同性的材料，而

各向同性的材料的介电常数张量是对应一个主对角线上的元素相等的对角阵，显

然满足上面的要求。

所以可以得到如下的结论，对于一般的各向同性介质，在二维情形下做保角

变换，变换前后的介电常数和磁导率都是保持不变的。这一点能够进一步说明为

什么我们在上面处理问题时不必考虑介电常数的改变，尽管在直观上看我们将一

个椭圆“压缩”成了一个圆，背景空间似乎发生了较大的变化。

但在三维情形下则不然，三维体系并不存在一个像二维体系那样的复变函数

体系与之对应，也就不存在我们化简上式所必须的 C-R 条件。

然而在三维情形下，共形变换被广泛运用在变换光学中，其原因恰恰在于变

换前后的介电函数和磁导率会发生变化，由于在三维平直空间中中存在很多的不

可解问题，而利用共形变换将其变换至扭曲空间之后便会变成可解问题，而如果

我们将平直空间中塞入我们设计好其介电函数和磁导率的材料，可让其变换后在

扭曲空间拥有方便我们解的介电函数、磁导率和相应的几何形状。
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图 3: 变换光学举例

上图是一个例子，中间的灰色介质就是人为设计的一个介质，这个介质的效

果就相当于变换后的光束被压缩，正如灰色背景的网格所显示的那样，这样就实

现了一个光束的压缩，正是三维共形变换帮助设计材料的应用。[2]

3 二维情况下的 COMSOL 模拟
椭圆边界因为其对称性不够，求其解析解是非常难的，所以我们尝试了一下

COMSOL 模拟。

3.1 模拟真实物理场

我们采用的第一种方式是模拟真实的物理场，基本思路是将椭圆接地并在椭

圆的外部放置一个线度上远小于椭圆边界的圆，让这个圆带上电量为 q 的电荷，由

于线度很小，所以其近似为一点电荷。

同时我们在整个体系的外圈再加一个线度远大于椭圆的圆形边界，令其接地，

模拟无穷远处的情形。

最终得到的结果如下面的图所示。
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图 4: 物理场模拟——表面

图 5: 物理场模拟——流线上箭头
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图 6: 物理场模拟——等值线

3.2 用 COMSOL 数值求解泊松方程

除了真实的物理场模拟之外，我们还尝试了用 COMSOL 直接针对泊松方程

进行数值求解，与物理场的设置大体相似，但在数值求解问题中我们直接设置了

一个点电荷，而不使用极小的圆来近似。

图 7: 数值解——表面
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图 8: 数值解——流线上箭头

图 9: 数值解——等值线

比较可以明显看出在真实物理场模拟中尽管使用了线度较小的圆，但还是比

不上数学模型中点电荷的电势极值。不过两者总体上差别不大。
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3.3 COMSOL 数值结果与保角变换解的比较

COMSOL 中可取二维截线，将线上的数据全数导出，并最终同保角变换所得

结果在 MATLAB 中作图得到结果。可以进行比较。

首先取 y 轴：

图 10: y 轴上的对比

之后取的是 x 轴：
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图 11: x 轴上的对比

最后取了直线 y = x：

图 12: 直线 y = x 上的对比

可以明显的看出，虽然在变化趋势上相同，但 COMSOL 的值比保角变换的值

要大的多，这是 COMSOL 设置调整的问题，尚待解决，为了说明 COMSOL 的确

存在类似问题，我们用解析解很确定的圆边界来做对照可以得到下图。
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图 13: 圆边界对比图

这一点我们推测是 COMSOL 的无穷远点出现了问题，在设置时为了让问题

有一个类似无穷远的边界，我们采用了设置一个大的几何边界并令其接地来进行

模拟，现在看来这个方法并不完全正确。

其原因是这个问题的收敛过慢，无论我们加的外边界的线度有多大，都会对

其造成极大的影响。

之后，我们将保角变换和 COMSOL 模拟的等势线图进行了对比，结果如下：

图 14: 等势线对比图

4 总结

这次的小课题主要结论如下：
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1. 一个点电荷放在椭圆边界旁边无法使用镜像法求解；

2. 对于椭圆边界的问题由于其对称性不够，无法直接解泊松方程得到解析解，

但可以通过保角变化转化为圆边界的问题得到解析解；

3. 保角变换对于二维的各向同性介质不会对介电常数和磁导率产生影响和改

变，但三维的共形变换则不具备此特性；

4. COMSOL 模拟的结果和保角变换的结果在趋势上一致，但 COMSOL 计算

的值都更大，推测是无穷远外围边界条件设置的问题。
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