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本文采用蒙特卡洛方法，模拟了二维正方晶格中 DM 相互作用产生的 Skyrmion 晶体相的性质，并
引入了描写海森堡相互作用各向异性的项。我们使用 uniform chirality（χ）和拓扑荷（Q）描写晶格

的 skyrmion 密度，以此得到了该系统在零温和有限温情况下的相图。我们还使用了朗道-金兹堡理论
对零温情况下相变曲线的方程进行了理论计算，在定性上得到了与模拟一致的结果。

I. 引言

由于海森堡（Heisenberg）相互作用和其它相互作
用之间的竞争，在磁体中发现了许多非平凡的自旋纹

理，例如磁畴 [7] 和磁泡 [9]，这在过去的几十年中引
起了许多关注。近年来，一种由于海森堡相互作用和

Dzyaloshinskii–Moriya（DM）相互作用的竞争而产生
的新的具有拓扑保护的自旋纹理 skyrmion（斯格明子）
已经成为热点。

Skyrmion 是一种自旋纹理，其中自旋指向包裹球
体的所有方向 [10]。它首先由 Skyrme 在 20 世纪 60
年代提出来解释核物理中重子的存在 [8]。然而，许多
理论预测 Dzyaloshinskii-Moriya 相互作用也将导致凝
聚态物质系统中产生称为 skyrmion 的准粒子激发 [2]。
最近的实验表明它们存在于像 MnSi 这样的二维铁磁
体中 [6]。由于它们在所谓的 MnSi 的 A 相中的稳定
性，具有 skyrmion的磁体被认为非常适合于数据存储
和转移，并且具有自旋电子学的潜在技术应用 [10]。因
此，研究正常相和有 skyrmion的相（所谓的 skyrmion
晶体）之间的相变，以及外部磁场下的 skyrmion 响应
动力学以便更好地操纵它们，是非常重要的。这篇论

文中，我们在 100×100的二维正方晶格上研究了有着
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在其他参数给定时，随着外加磁场的增大，该系统一

共会落入三个主要的相中，分别是螺旋自旋相 (heli-
cal spin/spiral spin,HS/SS)，skyrmion 晶体相 (SC)
和铁磁相 (FM)。采取周期性边界条件并通过标准的
metropolis 蒙特卡洛方法和退火算法，我们得到了不
同 A2 和 B 下系统的基态构型，并发现每个格点的
磁化率以及拓扑荷密度都可以作为用来表示 skyrmion
密度的物理量。我们对比了这两种方法，并最终利用

平均磁化率得到了体系的 A2 −B 相图及 B − T 相图，

同时计算了不同温度下磁矩，磁化率随外场的变化曲

线。另外，我们还使用朗道-金兹堡理论和有限元方法
对 SC-FM,SS-SC 相变线进行了理论计算。

II. 蒙特卡洛模拟

我们将 J 取为 1 作为能量的单位，并取 D =
√
6,B = Bẑ。我们首先研究了在 T = 0 时系统的相

图。由于当 A1 在一个较大的范围内变化时系统都处

于相同的基态，不失一般性，我们将 A1 取为 0.5。我
们引入量 χi(local chirality) 来表示局域自旋排列的拓
扑性质，它由下式给出:

8πχi = Si · (Si+x̂ × Si+ŷ) + Si · (Si−x̂ × Si−ŷ) (2)

众所周知，在连续极限下，一个孤立的 skyrmion 将给
出 χ =

∑
i χi = 1，而对于不存在 skyrmion的情况，这

个值将是零 [3]，于是 χ 就表示了这个相的 skyrmion
密度。对于每一组 A2 和 B，我们得到基态并计算 χ。

得到的相图如图 1 所示，可以明显地看到三种不同的
相的存在，并且 SC-FM相变线近似为一条直线，即随
着 A2 的增加，发生 SC-FM 相变所需的磁场也近似

线性地增加。这是由于 A2 描述的是海森堡相互作用
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中 xy 方向自旋分量的交换作用与 z 方向自旋分量的

交换作用的不同程度，且 A2 越大，xy 方向上的交换

作用就越强，从而自旋更倾向于沿 xy 方向排列，导致

使得自旋全部沿 z 方向排列以形成 FM 相所需的磁场
变强。而在磁场很小时，系统处于 SS 相，它纯粹是由
DM 相互作用与海森堡相互作用的竞争而形成的。同

样，由于 A2 的增大会加强海森堡相互作用，可以看出

SS-SC 相变点处的磁场大小也是随着 A2 的增加而缓

慢增加。由此可见，相图的形态与定性的考虑是吻合

的。

图 1. 在 D =
√
6，J = 1 情况下的零温 (T = 0.001) 相图。我

们一共测量了 7 × 25 个点，其中每一个点通过 2 × 105(每一
个自旋被翻转的次数) 次蒙特卡洛退火降温至 T/J = 0.001 获

得。图中的颜色反映了量 χ 的大小。

晶格的总拓扑荷 Q 按下式定义：

4πQ =

∫
d2r

(
∂n̂
∂x

× ∂n̂
∂y

)
· n̂ (3)

其中 n̂ = M/|M|为沿每个点磁矩方向的单位矢量。它
也是一个可以描述 skyrmion密度的不错参量。在离散
情况下，我们可以用以下一系列公式计算它 [1]：

Q =
∑
x∗

q(x∗) (4)

其中 x∗ 代表每一个正方形晶胞的中心。而 q 是拓扑

荷密度：

q(x∗) =
1

4π
{(σA)(S1,S2,S3) + (σA)(S1,S3,S4)} (5)

图 2. 在 D =
√
6，J = 1 情况下的零温 (T = 0.001) 相图。我

们一共测量了 7 × 25 个点，其中每一个点通过 2 × 105(每一
个自旋被翻转的次数) 次蒙特卡洛退火降温至 T/J = 0.001 获

得。图中的颜色反映了总拓扑荷 Q 的大小。

其中 (σA)(S1,S2,S3) 是由三个自旋张成的球面三角

形的面积（区分正负号），它由下式给出：

exp
(
1

2
iσA

)
= ρ−1{1 + S1 · S2 + S2 · S3 + S3 · S1

+ iS1 · (S2 × S3)} (6)

其中

ρ
def
= {2(1+S1 ·S2)(1+S2 ·S3)(1+S3 ·S1)}1/2 > 0 (7)

这需要除去 (1+S1 ·S2)(1+S2 ·S3)(1+S3 ·S1) < 0的

情况，对于这种情况，我们就直接将 q(x∗)取为零。对

于一个孤立的涡旋（vertex），晶格的总拓扑荷为 ±1/2；

对于一个孤立的 skyrmion，晶格的总拓扑荷为 1；对于
螺旋自旋态和铁磁态，总拓扑荷将趋近于零。为了尽量

使拓扑荷能够描述体系的 skyrmion密度，经蒙特卡洛
模拟后，对那些 Q < 0的点，我们直接令 Q = 0，而那

些 Q > 0的点则不作改变。得到的相图如图 2所示。可
见，对于 SC-FM相变线，二种方法得到的结果是基本
一致的。而对于 SS-SC相变以及两者给出的 skyrmion
密度，两种方法得到的结果存在较大差异。我们将在

理论部分继续研究两种方法产生不同结果的原因。

我们接下来研究了以温度 T 和磁场 B 作为参量
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图 3. 在 D =
√
6，A1 = 0.5，A2 = 0 和 J = 1 的条件下 T 和

B 的相图。根据 20 × 9 个数据点绘制，其中每一个点使用了

5× 104(每一个自旋被翻转的次数) 次蒙特卡洛步。图中的颜色
代表 χ 的值。两条虚线 SS-SC 和 SC-FM 的相变线。图中的

黑色圆圈标出了 ∂χ/∂B 发生突变的点，这些点是根据温度 T

给定时的 χ-B 图确定的。

的相图。这时，我们将 A2 取为零，保持 J、D 和 A1

不变。仍然使用量 χ 来判断系统所处的相，得到的相

图如图 3 所示。可见，skyrmion 在较大的一段温度范
围内均存在，且在这样一段温度范围内，随着温度的

升高，发生 SS-SC 相变和 SC-FM 相变所需的磁场均
降低；而在温度升高到一定程度之后，SC 相消失。这
说明，在温度较低时，热涨落有助于体系从 SS相过渡
到 SC 相，但当温度足够高，以至于热涨落足够剧烈
时，有序的 SC 相和 SS 相均无法存在。 图 4 显示了
当 T 和 A2 固定时，平均磁化强度 m 和量 χ 是如何

随 B 变化的。我们发现，对于不同的参数选择，曲线

的性态基本一致，且量 χ 从有限值突变为零的点和平

均磁矩 m升高至 1并保持不变的点基本相同，从而进
一步证明了使用量 χ 判断 SC-FM 相变的有效性。从
中可见，当其它各参量相同时，增大 A2 或降低温度 T

可以使 skyrmion 在更大的磁场范围下存在。

另外，当 B 增加时，χ总是先增加，在达到一个最

大值后迅速下降到零。这种曲线的形态意味着 ∂χ/∂B

发生了突变，这暗示了一种二级相变的发生。然而，如

图 3 中的黑色圆圈所示出的，可以发现该转变既不是
SS-SC 相变也不是 SC-FM 相变（在 χ 恰好变为零的

图 4. m-B（蓝色圆点）和 χ-B（红色三角形）图，图中的每个
点都使用了 5× 104(每一个自旋被翻转的次数) 次蒙特卡洛步。
参量 D，J 和 A1 均保持原来的值不作改变。

点处发生）。事实上，当固定 T 而在 B 增加期间，这个

转变发生在 skyrmion 密度（即量 χ）达到其最大值的

点。在所考虑的温度范围内 (0.1 < T < 1.1)，可以发

现对于更高的温度，转变所需的 H 略微减小，而 χmax

的值则明显增加（注意图 4中各图的 χ轴的标度）。另

外值得注意的是，χ-H 图线的形态非常类似于 λ-相变
中的 CV -T 图线。这样一种不寻常的相似性是值得进
一步研究的。

III. 朗道-金兹堡理论计算

除了对系统进行蒙特卡洛模拟，我们还可以通过

理论计算不同构型（螺旋自旋态，skyrmion晶体态，铁
磁态）对能量的贡献，从而确定系统在基态究竟处于哪

一个相。文献 [5] 从自旋波以及 skyrmion 的理论解出
发，通过变分分析严格地计算了在参数 D,J 给定时，
三种构型的能量密度，获得了发生相变的临界磁场的

理论结果。然而这篇文章中的哈密顿量并没有考虑 A1，

A2 项。在这一部分，我们仿照文献 [5]的思路，但考虑
A2 项。我们将计算系统在不同 A2 下发生 skyrmion晶
体-铁磁相和螺旋自旋态-skyrmion 相相变的临界磁场，
并与前一部分中蒙特卡洛模拟所得的结果进行对比。

对于我们考虑的手性磁体，其离散版本的哈密顿

量由式 (1) 描述，而其有效连续朗道-金兹堡自由能则
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由下式给出：

F [M] =

∫
d2r
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(8)

如果用球坐标 (θ, ϕ) 来表述 (O(3) 表示)，则一个
孤立的，在 r = 0处与磁场反平行，在 r = ∞处与磁场
平行的 skyrmion 是指局域自旋朝向满足 θ = θ(r) 同

时 ϕ = φ− π/2，且满足边界条件 θ(0) = π,θ(∞) = 0

的自旋构型 (其中 (r, φ) 是平面上的极坐标)。
为了能更清晰地观察 SC-FM相变，我们将平面上

所有自旋沿 z 方向的铁磁构型的自由能设为 0。在这
个零点下，一个孤立的 skyrmion 的总自由能为:

FSk =

∫
4πrdr

[(
1

2

dθ
dr + d

)2

− d2

+
d

r
sin θ cos θ + 1

4r2
sin2 θ

+
A2

16

{
sin2 θ

r2
+ cos2 θ

(
dθ
dr

)2
}

− b(cos θ − 1)

]
(9)

我们在附录中将证明这个公式，其中参量定义为

d = D/2,b = B/2, 并默认 J = 1。

在实际计算中，我们还仿照文献 [5] 引入了一个
截断 R, 使 r > R 时有 θ(r) = 0。截断 R 可以被视

作这个被激发的 skyrmion的半径，或者说是两个相邻
skyrmion 间距的一半。
给定一个截断半径 R，改变 θ(r)的具体表达式，这

个 skyrmion的总自由能也会改变。对于处于基态的构
型，自由能应极小，故我们可以通过对式 (9)在边界条
件 θ(0) = π,θ(R) = 0 下变分来获得在参数 d, b, A2 和

截断 R 给定时的使自由能极小的函数 θ(r), 0 ≤ r ≤ R

的表达式和对应的自由能密度 Fsk/(πR
2)。再改变截断

半径 R，可以获得给定参数下最小的自由能密度。

变分可以通过求解自由能泛函的欧拉-拉格朗日方
程来进行，同样也可以通过有限元方法进行。我们选

择了有限元与蒙特卡洛混合的方法，将区间 0 ≤ r ≤

图 5. (i):上图是变分后获得的自由能密度 Fsk/(πR
2)与截断半

径 R的依赖关系的示意图，两条曲线分别对应参数 (d, b, A2) =

(
√
6/2, 1, 1) 与 (d, b, A2) = (

√
6/2, 0, 0)。可以看到随着参数

b, A2 的增大，对应自由能密度极小值的截断半径 R 会逐渐减

小。(ii): 左下与右下分别是函数 θ(r) 的示意图，两张图对应参

数为 (d, b, A2) = (
√
6/2, 1, 1)，对应截断半径为 R = 1.50 与

R = 8.00

R 分成 100 个小区间，接着使用 metropolis 以及
退火算法来改变每个区间上的函数值。在自由能密度

Fsk/(πR
2) > 0 时，系统更倾向于形成铁磁相，反之，

系统更倾向于形成 skyrmion 晶体相。故在参数 d 给

定时，方程 Fsk/(πR
2) = 0 确定了一条 (b, A2) 曲线，

它对应的就是我们在第二部分 MC 模拟中 B-A2 相图

中的 SC-FM 临界线。

由图 6 可见，我们的理论结果与模拟结果在定性
上符合得很好，Bc-A2 几乎均呈线性关系。然而，理论

结果给出的每个 A2 下的临界磁场 Bc 都偏大一些，但

偏差的值随着 A2 的增大而逐渐减小。经过反复的模

拟和对各个构型能量的考察，我们认为这一现象出现

的原因是我们在 SC-FM 相变线附近的模拟数据并没

有找到真正的基态。尽管我们的“基态”是通过 2∗105

个蒙特卡洛步从 T=2逐渐降温到 T=0.001得到的，但
在 SC-FM相变线附近，我们的系统及其容易直接落入
铁磁态这一亚稳态，但这一铁磁态的能量却比 B 更小
时的 skyrmion 态能量还大。（例如 A2 = 0, B = 2.5

时 FM 态能量比 A2 = 0, B = 1.8 时处于 SC 态的
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图 6. 红色散点是在参数 d =
√
6/2 时，各个 A2 所对应的临界

磁场 Bc 的理论结果，几乎呈一直线；蓝色直线是我们在模拟

部分通过 MC 方法获得的 Bc −A2 相图上的 SC-FM 相变线。

系统能量还高，但如果 A2 = 0, B = 2.5 时系统处于

与 A2 = 0, B = 1.8 时相同的构型，系统的能量会更

低，即 A2 = 0, B = 2.5 时 FM 态并非基态）在模拟
SC-FM 相变线附近的基态时，我们选取了各种不同的
降温方式，但系统都不能轻易地脱离铁磁态，不过随

着 A2 增大，系统逐渐能落入正确的基态中，因而理论

与模拟的偏差也在减小。与之相对的是，在 SS-SC 相
变线附近，系统有时也会落入不同“基态”，但我们的

模拟数据表面此时系统落入亚稳态的概率很低，通过

多次模拟，并比较系统在给定参数下不同构型的能量，

我们可以判定系统是否处于真正的基态。

当然，我们还可以通过变分分析来计算 SS-SC 相
变线，具体的实现方法是类似的：假设 SS态中的自旋
波沿 ŷ 方向传播，则局域自旋满足 ϕ = 0, θ = θ(y)。

我们同样引入一个截断 l, 它可被看作自旋波波长的一
半，则函数 θ(y)满足的边界条件为:θ(0) = π, θ(l) = 0。

再根据式 (8), 我们可以获得一列自旋波的自由能（同
样将 FM 态设为 0）：

Fss =
2JL

ℓ

∫ ℓ

0

dy

[(
1

2

dθ

dy
+ d

)2

− d2 − β(cos θ − 1)

]
(10)

其中 L 是自旋波在 x̂ 方向的长度（L 的值无关紧

要，因为我们只关心自由能密度），值得注意的是该自

由能是与 A2 无关的。在经过相同的有限元退火步骤

后，我们发现在参数 d =
√
6/2, J = 1 时，使自由能

极小的截断 l = 1.27，与磁场 B 无关。这一模拟结论

与自旋波的理论波长 l = D/2J = 1.225[4] 符合的相
当好。接着，通过比较 skyrmion 晶体态与螺旋态的自
由能密度，即 Fsk/(πr

2) 与 Fss/(lL), 我们就可以确定
系统的基态处于哪一相。两者相等时确定的 (b, A2) 即

为 SS-SC 相变线。我们取得的结果如图 7: 可见，我

图 7. 红色散点是 SS-SC 相变线的理论结果，蓝色直线是根据
拓扑荷判断的模拟相变线

们的理论 SS-SC 相变线和根据拓扑荷判断的模拟相图
符合得很好，即随着 A2 的增大，发生 SS-SC 相变的
临界磁场在不断减小，且在 A2 超过一个临界值后，体

系的严格基态就不再是螺旋自旋态，而是 skyrmion晶
体态了。一个随之而来的问题是：为什么 χ 和拓扑荷

在描述 SS-SC 相变线时取得了定性上截然不同的结论
呢？我们发现原因是：对于在 SS-SC 相变线附近的基
态，自旋波与 skyrmion 同时被激发，此时 skyrmion
的形态与纯的 skyrmion 晶体相中的 skyrmion 差异较
大，而通过对各个构型单独的考察，我们发现 χ 只在

判断形态较完美的 skyrmion 时才比较准确。这导致
在同时存在两种激发时，χ 的判断为不存在 skyrmion，
而拓扑荷则认为存在 skyrmion。两者给出的 skyrmion
密度的相对大小的不同也是由相同的原因造成的。此

外，我们理论研究的是单独存在的 skyrmion激发与自
旋波激发，对两者混合态的研究有待进一步完善。

IV. 结论

我们在 100 × 100 的二维正方晶格上研究了 DM
相互作用和各向异性海森堡相互作用的相互竞争而产

生的 skyrmion晶体的特性。采用参量 χ和拓扑荷Q得

到了零温和有限温的相图，证实了 skyrmion晶体能够
在较大的温度、磁场范围内稳定存在，从而为 skyrmion



6

晶体进一步的实际应用提供了理论基础。我们还使用

朗道-金兹堡理论对 skyrmion 晶体相和铁磁相、螺旋
自旋态和 skyrmion 晶体相之间在零温下的转变曲线

进行了理论计算，在定性上得到了与模拟相同的结果。
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附录 A: 对公式 (9) 的推导

公式 (9) 中，与 A2 无关的几项，可以从文献 [5]
中直接找到，此处略去其推导。本文中新考虑的以 A2

为系数的那一项则推导如下：

我们取 |M| = 1，那么：

M = (sin θ sinφ,− sin θ cosφ, cos θ)

=

(
sin θ

y√
x2 + y2

,− sin θ
x√

x2 + y2
, cos θ

)

于是可以算得：

∂xMx = cos θ cosφ sinφ
dθ
dr − sin θ sinφ cosφ

r
(A1)

∂yMy =
sin θ sinφ cosφ

r
− cos θ sinφ cosφdθ

dr (A2)

这样我们就得到：

(∂xMx)
2 + (∂yMy)

2 = sin2 φ cos2 φ

×

[(
cos θdθ

dr − sin θ

r

)2

+

(
− cos θdθ

dr +
sin θ

r

)2
]

= 2 sin2 φ cos2 φ

×

[
cos2 θ

(
dθ
dr

)2

− 2
sin θ cos θ

r

dθ
dr +

sin2 θ

r2

]
(A3)

将这一项对 r 和 φ 积分：∫
rdrdφ

{
−A2

2

[
(∂xMx)

2 + (∂yMy)
2
]}

=

∫
4πrdr

{
−A2

16

[
cos2 θ

(
dθ
dr

)2

+
sin2 θ

r2

]}

+

∫ π

0

4π

[
−A2

16
sin θ cos θ

]
dθ (A4)

由于上式中最后一项对 θ 的积分是零，我们就得到了

(9) 式中关于 A2 的那一项。

附录 B: 螺旋自旋 (SS) 相以及 skyrmion 晶体 (SC) 相的
示意图

图 8. 模拟得到的螺旋自旋态构型的示意图

图 9. 模拟得到的一个孤立 skyrmion 的示意图

附录 C: 组内贡献

1. 于鑫阳：代码，相图模拟，理论. 60%
2. 王思源：代码 debug，相图模拟，论文排版. 40%


