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渗流理论被认为是非平衡相变的基础性模型，在现实网络模拟中有着重要的

应用。它反映网络的连通性经过某一临界点发生改变的性质。网络的渗流特性往

往会随着网络的规模、连接规则、网络布局性质改变，而对于极端复杂的现实网

络进行分析通常是非常困难的。因此，人们常常用一些简化的网络模型进行分析，

例如随机网络、晶格网络、Bethe网络、无标度网络等。这些网络一方面能够保留

复杂网络的部分性质，另一方面又能在数值模拟及数学分析方面上大大简化。 

本文对随机网络、二维正方晶格网络、二维三角晶格网络及三维立方晶格网

络上的随机渗流模型及爆炸渗流模型利用计算机数值模拟与数学分析方法进行

研究，分析它们在临界点附近的行为及相变的临界指数，指出普通渗流模型与爆

炸渗流模型的异同，并深入探讨了爆炸渗流模型的相变类型。 

 

 

I. 引言 

 渗流理论（percolation theory）是图论中的一

个重要的相变模型，它表明一个网络通过一定数

量的连接形成的节点集群随着连接数量出现相

变现象：相变前网络由若干较小的孤立连通分支

构成，相变后网络中出现一个巨大的连通分支。

这样的网络模型在多孔介质渗透过程[1-2]，疾

病传播[3-4]、网络通信[5]等领域有着重要的应

用。因此，各种类型的随机图模型及其相变问题

得到了广泛的研究。研究的关键问题是：不同相

变模型之间的关系；随机图模型相变的主要特征

及其普适性问题。 

 2009 年，Achlioptas等人发现了一种特殊的

渗 流 模 型 ， 称 其 为 爆 炸 渗 流 模 型

（explosive percolation model），并立即得到了

广泛的关注。爆炸渗流模型是指在对连接规则进

行简单的动力学修改下，网络序参量在临界点附

近产生急剧、近乎不连续的变化。Achlioptas等人

进一步指出这种渗流相变属于不连续的一阶相

变 [6] ， 与 传 统 渗 流 模 型 完 全 不 同 ， 但

Dorogovtsev等人认为所谓的爆炸渗流模型仍属

于二级相变的范畴内[7]。在之后的研究发现，爆

炸渗流模型在人类蛋白质同源性网络拓扑进化

过程[8]、移动电话网络，大型及小型的论文合著

网络[9]等真实网络上有着重要的应用。晶格网

络由于性质与随机网络不通，因此两者在实际生

活中有着不同的应用：随机网络多用于模拟互联

网、电话网络等虚拟网络；晶格网络多用于模拟

掺杂半导体、大型社区网络等网络。爆炸渗流是

最近在渗流理论中新产生的概念，在许多方面都

有着值得研究的问题，关于爆炸渗流模型的研究

主要集中在如下 3个方面：构建不同类型的连接

模型，借助于数值模拟及适当的数学分析研究爆

炸渗流的丰富行为，特别是在临界点附近的临界

行为，揭示爆炸渗流的产生机制；研究爆炸渗流

所属相变类型；研究爆炸渗流的应用。本文对随

机网络、二/三维正方晶格网络、二维三角晶格网
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络中的ER模型与PR模型分别进行研究并加以比

对，探究普通渗流模型与爆炸渗流模型的异同，

并研究它们在临界点附近的行为与临界指数。本

文创新性地利用临界指数𝛽与𝛾及渗流分形维度

分析渗流现象，并得到爆炸渗流具有特殊的相变

类型的结论；横向对比了不同网络中的渗流模型，

研究网络参数对渗流模型的影响。 

II. 随机网络中的 ER 模型与 PR 模型 

随机网络（random networks）指的是没有中

心点、不含平行边、随机生成连接边的网络。ER

模型（Erdös & Rényi model）是一种在网络上随

机生成连接的方式，我们可以使用两种数学模型

描述：设𝐸𝑁,𝑛是某一具有𝑁条边和𝑛个顶点的网络，

其中𝑁条边从(𝑛
2 )种连接𝑛个顶点中任意两个的可

能的边中随机地选择；对于某一具有𝑛个顶点的

网络，第一次从(𝑛
2 )种连接𝑛个顶点中任意两个的

可能的边中随机地选择一条边进行连接，第二次

从(𝑛
2 ) − 1种可能的边中随机地选择一条边进行

连接……上述步骤重复𝑁次。容易证明，两种数

学模型是等价的，而通常来说第二种方式更容易

实现，因此本文采用第二种方式构建随机网络上

的ER模型。 

PR模型（product rule model）与ER模型稍有

不同。在PR模型中，每次随机地选择两组顶点

(𝑖1, 𝑗1)与(𝑖2, 𝑗2)，并计算每组顶点中各个顶点所

在连通分支的大小的乘积： 

𝑃𝑘 = 𝐶(𝑖𝑘) × 𝐶(𝑗𝑘), 𝑘 = 1,2 

随后比较两个乘积的大小，并选择乘积较小

的一组顶点进行连接，PR模型与ER模型的连接方

式如图一所示。 

显然，PR模型相比ER模型能够延缓较大的连

通分支的产生，同时产生若干个大小相近的连通

分支。当𝑝达到临界值后，这些连通分支开始融合，

能够极快速地形成一个巨大的连通分支，实现爆

炸渗流。 

为了研究渗流的相变现象，我们重点关注序

参量𝑆 = 𝐶1/𝑛随边的密度𝑝 = 𝑚/𝑛的演化行为，

式中𝐶1为网络中最大连通分支（连通分支）的大

小，由其包含的点数表示；𝑚为网络当前的连接

边数。数值和解析研究结果表明ER模型在热力学

极限下，当𝑝 ≪ 1/2时，𝐶1~log𝑛；当𝑝 = 1/2时，

𝐶1~𝑛2/3；𝑝 ≫ 1/2时，𝐶1~𝑛；其表明存在临界值

𝑝𝑐，系统的连通性质在该点处发生相变[6]，如图

二所示，实验数据与理论符合得较好。  

对于ER模型，其相变临界值𝑝𝑐 = 0.5，我们对

图一 左图为 ER模型添加连接的方式，右图为 PR模

型添加模型的方式。在右图中，P1=3×5=15，P2=4×

4=16，因此会选择(i1, j1)进行连接。 

图二 随机网络 ER 模型中最大连通分支大小与网络

大小的幂律关系。p＜0.5时（左图）C1与 logn成线

性关系；p=0.5 时（中图），logC1与 logn 成线性关

系，斜率为 k=0.65±0.03；p＞0.5时（右图），logC1

与 logn成线性关系，斜率为 k=0.999±0.001。 
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不同格点数n的ER模型进行计算模拟，图三分为

𝑛 = 103, 104, 105, 106四种情况进行模拟。如图三

所示，随着网络格点的增大，在相变点附近的临

界行为发生变化。格点数越多，在𝑝𝑐斜率变化越

大，其临界行为也越显著。 

对于有限连续（二阶或更高）相变系统，可以

用有限标度率和临界指数描述系统在临界值附

近的行为特征。对于所研究的系统，𝛽、𝛾是十分

重要的两个临界指数，其定义为： 

𝑆~|𝑝 − 𝑝𝑐|𝛽 

𝑆𝑎𝑣𝑟~|𝑝 − 𝑝𝑐|−𝛾 

其中𝑆𝑎𝑣𝑟为平均连通分支大小（除最大连通

分支外）[10]。 

从图像上看，随机网络中的ER模型发生了连

续相变。根据数值模拟结果我们可以得到其临界

指数。 

对于随机网络，我们采用“标度窗”[6]的概

念对临界指数𝛼进行分析：在𝑆 = √𝑛/𝑛时，𝑝 = 𝑝0；

𝑆 = 1/2时，𝑝 = 𝑝1；Δ = 𝑝1 − 𝑝0。在临界点附近

有： 

∆~𝑛−𝛼 

对ER模型的临界指数的拟合结果如表一所

示。随着网络变大，其𝛽值和𝛾值不断增加，这也

应证了图三中在𝑝𝑐附近的变化。ER模型中𝛼理论

值为 1[11]，计算值与理论模型符合得较好。对

于渗流模型最重要的是𝛽值和𝛾值，对应朗道二阶

相变相应数值即可说明随机网络中的ER模型渗

流属于二阶相变。 

对于PR模型，不同格点数对于PR模型下的渗

流也有影响，如图四所示。渗流的临界点在𝑝𝑐 =表一 随机网络中 ER模型的临界指数。 

图三 随机网络下 ER 模型的 S-p 图，随着网络大小

增大，图像逐渐变陡并趋近于同一条曲线，临界点位

置 pc=0.5附近。 

图四 随机网络下 PR 模型的 S-p 图。随着网络大小

增大，图像逐渐变陡并趋近于同一条曲线，临界点位

置 pc=0.8附近。 
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0.8附近，但是对于随机网络在PR模型下的临界

点没有办法精确确定，并非像普通渗流一样有精

确解𝑝 = 0.8，因此我们对其做导数图。我们可以

得出𝑛 = 103, 104, 105, 106各规格的𝑝𝑐及其不确

定度，如表二所示。 

 与ER模型相类似，我们主要以𝛽与𝛾的大小来

判断其是否符合一阶或二阶相变的特点。从表三

中可以看到𝛽与ER模型类似，而𝛾则几乎趋近于 0。

与朗道二阶相变的𝛾 = 1相比此临界参量偏差很

大。但𝛽的测量值又与Landau二阶相变模型类似，

因此我们推断随机网络在ER模型下产生的渗流

可以看作一种临界于一阶与二阶相变的相变，称

为准一阶相变。准一阶相变从渗流图中展示出了

在临界点的不连续性，但是如图五所示，其一阶

导数并非不连续而是在临界点附近产生峰值，并

不是真正的𝛿函数。同样地我们在二维正方晶格

中的ER模型与ER模型会对这个问题做进一步阐

述。 

 

III. 二维正方晶格网络中的 ER 模型与

PR 模型 

与随机网络中的ER模型与PR模型类似，在二

维正方晶格网络中PR模型也会表现出爆炸渗流

的效应。但是从网络特性上来说，随机网络与晶

格网络又有着非常显著的区别：随机网络反映了

网络的非局域性，体现了网络可以无视物理上距

离进行连接的特性；而晶格网络则反映了极其强

烈的局域性，每个顶点只能与最近邻的顶点相连

接。本文选用最简单的晶格网络模型，即二维正

方晶格网络，进行研究。类似地，我们采用与随

机网络相同的ER模型与PR模型的构建方法：每次

随机选取网络中的任意一个顶点，再从其周围最

近邻的顶点（对于处于网络角上的顶点为 2 个，

处于网络边上的顶点为 3个，处于其他位置的顶

点为 4个）中随机选取一个顶点与其成组。 

同样地，在二维正方晶格网络模型中ER模型

与PR模型表现出与随机网络模型相似的性质。图

六展示的是在临界点附近ER模型与PR模型下最

大连通分支增长的行为。 

表二 随机网络中 PR模型的临界点位置。 

表三 随机网络中 PR 模型的临界临界指数。大网络

下的临界指数由于算力限制缺失。 

图五 随机网络下 PR模型的 S对 p的一阶导数图。

在 p=0.8附近出现极大值。 
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Temperley与Lieb从理论上推导了二维正方

晶格网络模型中普通渗流的临界点𝑝𝑐的解析值

[12]： 

𝑝𝑐 =
7 − 3√3

2
= 0.90192 

我们对不同边长的二维正方晶格网络，分别

按照ER模型和PR模型进行了模拟，得到其发生渗

流的临界点𝑝𝑐，以及在临界点附近的行为，并将

相对最大连通分支大小𝑆作为衡量体系发生渗流

的参量。 

首先确定模型中临界点𝑝𝑐。在二维正方晶格

网络中，不同于随机网络图，可以确定序参量，

为无限连通分支大小𝐶∞。无限连通分支即渗流连

通分支，指从整个方形网络的一段联通到另一端

的连通分支，其出现表明整个网络被导通（类似

于液体渗透了孔隙材料，比如石油穿过岩缝），

以无限连通分支相对大小（即𝑆∞ = 𝐶∞/𝑛）表征，。

对于二维正方晶格网络，在𝑝 < 𝑝𝑐时，不存在无

限连通分支，𝐶∞ = 0；𝑝 > 𝑝𝑐时，可以看到𝐶∞的

迅速增长，在PR模型下更从 0 陡增至接近 1。由

于在𝑝𝑐两侧𝐶∞分别取零与有限值，故𝑆∞可作为方

格网络的序参量，表征渗流相变是否发生。 

下面是ER模型和PR模型下𝑆随𝑝变化。最大连

通分支在整个渗流过程中都存在，变化模式类似

于𝑆∞：在𝑝𝑐以下非零，但数值非常微小；在𝑝𝑐以

上与𝑆∞相同。观察𝑆随𝑝变化可以粗略把握渗流发

生的整体特征。 
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图七 二维正方晶格中 ER模型与 PR模型的 S-p图。

上图是在 ER模型下测得，下图是在 PR模型下测得。

随着网络大小的增大，两者的曲线都各自趋于同一

条，且逐渐陡峭。 

图六 左上图与右上图、左下图与右下图分别为二维

正方晶格网络中 ER模型与 PR模型在临界点附近最大

连通分支的行为，其中深色区域为最大连通分支。左

上图：ER模型，p=0.87；右上图：ER 模型，p=0.88；

左下图：PR模型，p=0.97；右下图：PR模型，p=0.98。

四幅图像均于正方形晶格网络边长 L=200时测得。 
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我们对边长为 L=64，128，256，512，1024

的二维正方晶格网络分别按照ER模型和PR模型

进行了测量，得到两种规则下𝑆随𝑝的变化，如图

七所示。 

可以看出，对于二维正方晶格网络，无论ER

模型和PR模型，都会发生最大连通分支大小𝐶1的

快速变化。其中，ER模型的临界点点约为𝑝 = 0.9

附近，PR模型下被抑制至约𝑝 = 0.99，说明如同

在随机网络中的Achlioptas过程，PR模型有效抑

制了最大连通分支形成，使得次大的连通分支在

临界点𝑝𝑐大量相连，𝐶1值急剧增长。 

且对于PR模型，二维正方晶格网络边长𝐿对

于结果的“爆炸”程度也产生影响：较小的𝐿下连

通分支生长尚有一定过程，随𝐿增大，至𝐿 = 1024，

PR模型的爆炸渗流特性已十分显著，𝑝𝑐也较清晰、

易于判断。由于爆炸渗流的终点对于不同 L 较一

致、易于确定，因此我们通过对爆炸渗流起始点

随 L 变化情况进行外推，求得 PR 规则下𝑝𝑐 =

0.975 ± 0.005。 

在临界点附近，平均连通分支大小（除最大

连通分支外）𝑆𝑎𝑣𝑟随𝑝的变化如图八所示，直观展

现了该PR模型下的临界行为。连通分支大小跳变

减小的原因为某次大连通分支与无限连通分支

相连，使剩余部分平均大小减小，此过程在临界

点以上发生数次，表明在𝑝 > 𝑝𝑐处，无限连通分

支几乎联通了方格子内所有连通分支，剩下未相

连的都是很小的、局域的连通分支。 

如果用无限连通分支大小𝑆∞取代𝑆，就能确

定考察ER模型和PR模型下网络渗流的临界行为。

这里仍采用前述网络大小，测量临界点附近两侧

渗流系统行为，以及网格边长对求得的𝑝𝑐的影响。

我们测量了ER模型和PR模型下临界点附近的临

界指数：我们对𝐿 = 64, 128, 256的连通分支进行

了ln 𝑃 − ln|𝑝 − 𝑝𝑐|、 ln 𝑆∞ − ln|𝑝 − 𝑝𝑐|双对数线

性拟合，斜率即所求两种规则下𝛽、𝛾的值。对ER

模型，我们直接以理论值𝑝𝑐 = (7 − 3√3)/2 =

0.90192进行拟合；对PR模型，以出现无限连通

分支的连键比例𝑝作为临界点。对不同网格边长，

ER模型的结果如表四所示，PR模型的结果如表五

所示。 
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表四 二维正方晶格中 ER模型的临界指数。 

表五 二维正方晶格中 PR模型的临界指数。 

图八 Savr 随 p 的变化。在临界点附近呈现一定的幂

律分布，但当最大团簇连接次大团簇时出现陡降。 
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可以看到，ER模型下的临界行为可以用临界

指数的标度率来衡量，且临界指数显著异于零。

理论上，一级相变不服从标度行为，其临界指数

为 0。 PR模型的计算结果为十分接近 0 的有限

值。再有，对于一般渗流系统，临界指数之间有

唯象关系𝛾 + 2𝛽 = 1，而PR模型明显偏离这一关

系。[11]表明其具有介于一级和二级相变之间的

性质，因此PR模型下爆炸渗流的相变类型也是自

这种过程出现起便备受争论的焦点之一。 

理论上对于渗流模型，网格越大，数值模拟

结果越接近于真实值。现在上述有限网格中测量

并作外推，其临界指数测量结果随网格大小有一

定变化，表明有限网格中程序连边的随机性可能

对结果产生一定影响，带来系统误差。 

Achiloptas 等给出了判断相变级次的第二种

方法。定义𝛥 = 𝑝1 − 𝑝0，𝑝1为第一次出现连通分

支𝑆达到1/2时的相对步数，𝑝0为第一次出现连通

分支𝑆大小达到√𝑛时的相对步数，𝑛为格点总数。

Δ 表征了晶格在渗流相变临界点附近变化的快慢，

从而表征了系统的“爆炸”特性。检查 Δ对 n 的

幂律关系，确定𝛥~𝑛−𝛼中的指数𝛼，可以判断相变

的性质。 

在图九中，我们测量了二维正方晶格的 Δ/n

对 L 关系。对ER模型，指数𝛼 = 0.360，与Ziff指

出的理论结果𝛼 = 36/91 ≈ 0.396较为接近[13]；

PR模型中𝛼 = 0.467，与ER模型有显著差异，说

明了二者在渗流相变性质上的不同。 

判断相变级次的另一简单方法为对热力学量

作导数，观察一阶导数与二阶导数是否连续、可
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图九 Δ对 n 的幂律关系，上为 ER 模型，下为 PR 模

型。Δ越小，临界点附近发生相变所需步数越少，相

变越突然。 

图十 边长为 L=512 的 PR 模型渗流的阶数，用相邻

离散数据点逐差作为导数近似。上图为 S∞对 p 的一

阶导数，下图为 S∞对 p 的二阶导数。一阶导数呈现

尖点，二阶导数在尖点处绝对值非常大，若取样点数

增加可以进一步确定是否在此处发散。 
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导、发散。现取边长为L = 512的PR模型渗流求其

一阶、二阶导数，如图十所示。 

测量结果显示，𝑆∞对𝑝的一阶导数在相变点

附近先快速增长后快速减小，产生一个尖点；二

阶导数在尖点附近显示了更快的、“爆炸性”的

变化过程，这暗示PR模型可能产生了一种准不连

续相变。由于模型测量是对一系列离散点进行的，

因此导数均为有限值，无法检验是否一阶导数可

达无穷大，形成典型的朗道𝜆相变，但是非常大的

二阶导数这种可能性，与前述临界指数显示的结

果吻合。可以考虑在临界点附近取更高的采样密

度，从而检验一阶导数是否逼近发散，此相变是

否为真正的不连续相变。 

相比随机网络模型，正方晶格还可以衡量其

分形维度特性。𝑆∞与网格边长 L的变化关系服从

幂律关系： 

𝑆∞ ∝ 𝐿𝐷 

𝐷为网络的维度。一般情况下𝐷 = 2，但在𝑝𝑐

附近，系统将呈现奇异性，𝐷 = 2 − 𝜀，𝜀为小量，

𝜀 > 0。这意味着在临界点附近，最大连通分支不

是一个二维的完整覆盖整个晶格的图案，而是具

有非整数维度的分形图案。 

我们测量了 ER 与 PR 两种模型下临界点处的

幂指数 D，结果如表六所示。 

ER 和 PR 模型的幂指数𝐷略小于但十分接近

于 2，且非常接近，表明最大连通分支的分形性

质弱，最大连通分支出现时，几乎将其所联通范

围内的所有键都已联通。 

理论上对于渗流模型，网格越大，数值模拟

结果越接近于真实值。现在上述有限网格中测量

并作外推，其临界指数测量结果随网格大小有一

定变化，表明有限网格中程序连边的随机性可能

对结果产生一定影响，带来系统误差。 

 

IV. 三维立方晶格网络中的 ER 模型与

PR 模型 

很自然地考虑将二维正方晶格向三维推广，

研究立方晶格下的爆炸渗流系统的特性与数值

结果。相比二维模型，三维模型每个格点所邻接

的键更多，配位数更高，应当使得无限联通分支

的形成更加容易，从而 𝑝𝑐 减小。 Schrenk,

Araújo, Herrmann用高斯模型在普通三维立方和

高维超立方网格上实现爆炸渗流，测量了临界值

𝑝𝑐约为 0.3，最大连通分支随边长增长的幂指数 D

约为 2.5，并依照平均场近似作了理论计算与说

明[14]。我们不采用高斯模型，而仍使用PR模型，

以便与二维情形作比照。 

将三维立方晶格与二维正方晶格作一比较，

两者每个格点的周围最近邻格点数，即配位数，

分别为 6 与 4。由于对于一个格点，配位数越多，

其越容易以更小的连键概率 p 与周围联通，因此

可以预期三维情形下临界点𝑝𝑐将前移，相变更容

易发生。 

在实际模拟时，对于三维情形，所取网格边

表六 二维正方晶格中 ER 模型与 PR 模型的分形维

度。两种模型都有 D 略小于 2，表明无限连通分支几

乎稠密地联通了其边界以内所有区域。 
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长为 L=32，64，128，256，所得𝑆 − 𝑝图测量结

果如上图十一。直观地看，三维情形最大联通分

支大小同样在𝑝𝑐附近发生急剧增长，并且随晶格

大小增加，𝑝𝑐收敛于同一结果。另外，三维情形

比二维更容易发生相变，即𝑝𝑐值更小，ER模型约

为 0.72，PR模型约为 0.92.我们将对比数据列于

表七。 

表八和表九显示了三维立方晶格中两种模型

的临界指数拟合值，测试晶格边长为 𝐿 =

16, 32, 64, 128.所得结果与二维情形是相似的：𝛽

测量较为准确，基本上接近于零，显示连续相变

特性；𝛾异于零，但较难测量，不确定度较大，且

不同次模拟结果差异较大，很可能因临界指数测

量时模拟并取平均次数不足。 

 Δ对 n 的幂律关系在三维立方晶格中的特性

与二维差异较明显，如图十二所示。无论ER或PR

模型，幂指数𝛼取值相近，且都接近二维中 ER 模
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图十二 边长为 L=128 的 PR 模型渗流的阶数，用相

邻离散数据点逐差作为导数近似。上图为 S∞对 p的一

阶导数，下图为 S∞对 p的二阶导数。类似于二维情

形，在相变点附近导数迅速增大。 
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图十一 三维立方晶格 Δ/n对 L 的幂律关系，上为 ER 模

型，下为 PR 模型。相比二维情况，三维晶格中幂指数

相当接近，相变的连续性差异减小。 

表九 三维立方晶格中 PR 模型的临界指数。 

表八 三维立方晶格中 ER 模型的临界指数。 

表七 两种维度的晶格在 ER 与 PR 模型下临界 pc 对比 
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型的情形，暗示三维晶格中PR模型的爆炸渗流特

性减弱。 

对𝑆 − 𝑝图作一阶导数，其结果如图十二所示。

在相变点附近仍然有尖点行为，二阶导数显示一

阶导数变化剧烈。但一阶和二阶导数在尖点处的

绝对值都小于二维情形，更可能不趋向于发散，

而是准不连续相变。 

临界点处最大连通分支图形的分形性质见表

十。在ER模型下的幂指数𝐷接近于 2.5，与Schrenk

等对三维晶格的结果吻合，显示出图形的分形性

质，在空间中不是“密实”的[14]；PR 情形下结

果大于 3，超过晶格维度，表明结果存在一定问

题，可能仍然源于临界点附近测量平均次数不足，

使得最大连通分支的选取在不同次模拟中前后

不一。 

V. 二维三角晶格网络中的 ER 模型与 PR

模型 

在二维网络中，对于每一个格点其配位数（临

近格点数）对于其临界现象有很关键的影响。随

机网络在配位数上无限制，而二维正方晶格则配

位数为 4，而对于三角晶格，配位数为 6，在一定

程度上会促使临界值𝑝𝑐减小。可以预见将𝑝𝑐提前

的程度不甚明显。同样我们在三角网络上也进行

PR模型操作，将其与二维模型作比对。我们对正

方晶格做变换来生成三角晶格，因此对于三角晶

格我们依旧用边长来衡量网络大小。 

首先对 ER 模型取网络边长为 𝐿 = 32, 64,

128, 256, 512, 1024所得𝑝𝑐测量结果如图十三。随

着网络大小增加在𝑝𝑐附近的斜率逐渐增大，相变

现象越明显。我们先确定临界点𝑝𝑐，与二维正方

晶格相比提前的非常不明显。取𝐿 = 1024作一阶

导数图可以找到𝑝𝑐 = 0.889 ± 0.007。从一阶导数

图也可以看到在临界点附近有峰值，同时虽然我

们采用逐差求导，但是可以明显看出对于其一阶

导数连续。图十中得到的𝑝𝑐与二维正方晶格理论

值相比略小，符合预期。 

同样地，我们计算最重要的三个临界指数𝛽、

𝛾与𝛼进行拟合，而三角方格由正方晶格变换生成，

存在无限团簇。由于性能所限，我们对边长为𝐿 =

32, 64, 128, 256进行模拟，得到相应的临界指数，

如表十一中上表所示。 

看到临界指数𝛽和𝛾与二维正方晶格相差不

大，𝛼也较为接近。符合对于ER模型的二阶相变

的预期。 

再对三角模型做PR模型的研究，同样先对各

个边长的模型做渗流图的拟合，并且逐差得到相

表十一 二维三角晶格 ER 与 PR 模型的临界指数及其不

确定度，表十一中上表为 ER 模型临界指数，下表为 PR

模型临界指数。 

表十 三维立方晶格中 ER 模型与 PR 模型的分形维度。

在 ER 模型中，D 接近于 2.5，显示正常分形情况；而在

PR 模型中，D 略大于 3，存在异常。 
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应的一阶导数图。 

很明显从图十三的PR模型图来看，相比ER模

型的𝑝𝑐有所滞后，且从其一阶导数的峰值更接近

𝛿函数，通过导数图可以看到𝑝𝑐 = 0.972 ± 0.006。

由于其一阶导数更接近δ函数，所以在许多文献

中将 PR 规则看成了一阶相变，但是由于我们采

集点有限，其一阶导数实际是连续的，但是从渗

流图中却显示出了爆炸的特性，同样我们可以称

它为准一阶相变。 

接着我们对PR模型的三角晶格做临界指数 β，

γ，α 的拟合，如表十一中下表所示。 

将三角晶格的PR模型与ER模型和正方晶格

作对比可以看到临界指数相差不大，同样结果的

不确定度较大，这是由于点数不足很难在临界点

附近找到非常合适的幂律关系。ER模型和PR模型

相比二维正方晶格，𝑝𝑐值稍微提前，如考虑不确

定度则可以认为两者一致。同样，从临界指数的

角度来看𝛽与𝛾值都与正方晶格相似，且由于不确

定度较大，近乎也可以认为两者一样。综合第一

部分我们的随机网络模型，其配位数可以认为是

无穷大，且其维数也可视作无穷大，才可以显著

的将临界点提前，同时在PR模型上有着比较明显

的准一阶相变。二维正方晶格或是三角晶格的PR

模型都没有在临界指数上显示出明显的一阶相

变的倾向。因此我们也可以明确二维晶格在配位

数变化不大的情况下临界指数几乎无变化。

 

我们同样再衡量其分型维度，如表十二所示。

由于临界点未知精确解，所以在选取临界点位置

时对于无限团簇大小有影响，会导致分型维度略

大于 2，但由于不确定度较大，所以无法更进一

步得出更精确的分型维度。可以看到分型维度主

要与网络本身的维度有很大关系，而与晶格关系

不大。由于随机网络不存在无限团簇的概念，因

此无法估计分型维度。 
图十三 边长为 L=32，64，128，256，512，1024 的三

角 ER 模型渗流图及对 L=1024 逐差后的一阶导数图。

上图为渗流图，下图为导数图，得出𝑝𝑐 = 0.889 ± 0.007 

表十二 二维三角晶格网络 ER 模型与 PR 模型的分形维

度。ER 模型略小于 2，PR 模型略大于 2. 
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我们考察了二维的三角与正方晶格模型的一

系列临界现象，两种模型有着非常多的相似点，

临界点、临界指数、分型维度都非常接近。虽然

表现出的性质稍有不同，但是整体趋势一致。与

三维立方晶格网络相比，配位数带来的影响几乎

可以忽略不计。这是因为与Ising模型不同，渗流

模型不仅仅关注最近邻格点的影响，网络的成环

性、非近邻点之间的通路都会影响到渗流模型所

呈现的效果。 

VI. 结论与展望 

在网络中，ER模型和PR模型在渗流性质上表

现出极大的不同。一方面，PR模型相比ER模型临

界点更加滞后，另一方面，PR模型的临界行为又

表现出特殊的性质，更接近于准一级相变。于此

同时，我们还横向比较了不同网络（随机网络、

二维正方晶格网络、三维立方晶格网络、二维三

角晶格网络）中PR模型的渗流效果，发现最直接

影响渗流效果的网络参数是网络的维度，维度越

高，渗流现象的临界点就越提前。 

爆炸渗流特殊的渗流类型是我们对它感兴趣

的重要原因，我们认识到爆炸渗流的准一级相变

类型的特殊性，它加深了我们对于相变行为的理

解。 

当然，对于爆炸渗流我们仍存在许多未解的

问题，例如其背后的热力学性质、不同网络对相

变性质的影响、产生特殊相变类型的机制、其对

应现实世界中的物理模型等，而这些物理规律都

需要进一步的研究。 

最后，我们感谢陈焱老师在课堂上的悉心教

导，对我们的选题给出指导性意见，以及为我们

提供这一次科研实践的机会。
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附录 A：小组成员贡献 

陈寅聪：编写渗流数值模拟、数学分析的所有所

需程序，撰写论文摘要、引言、各模型概述、结

论部分并对全篇论文的文字、图表进行排版。 

个人贡献：36% 

李智杰：对二维正方晶格网络中ER模型和PR模型

及三维立方晶格网络中 ER 模型与 PR 模型下的

渗流进行数值模拟，并对其临界现象进行拟合分

析，撰写论文第三节、第四节中数学分析部分。 

个人贡献：32% 

孙泽恩：对随机网络中ER模型和PR模型及二维三

角晶格网络的 ER 模型与 PR 模型下的渗流进行

数值模拟，并对其临界现象进行拟合分析，撰写

论文第二节、第五节中数学分析部分。 

个人贡献：32% 

附录 B：主要程序 

本文所使用的程序均为作者独立编写，现已

上传至GitHub网站上，地址为：https://github.co 

m/explosive-percolation/explosive-percolation 

 感兴趣的同学可以下载并使用本文所使用的

程序，若需要帮助也可联系本文作者。 


