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我们研究了六方晶格上的经典 Dimer 模型，dimer 之间存在倾向于使它们形成 状结构的相互作

用势。这个模型与六方晶格上的量子 Dimer 模型的经典极限一致。通过蒙特卡洛模拟的方法，我们发
现体系存在从低温有序相到高温无序相的转变，体系不发散的比热结果与正方晶格经典 Dimer 模型一
致，表明体系可能经历 KT 相变。我们定义了两种序参量来描述体系随温度变化行为，结果表明两序
参量都能很好的体现体系的有序程度和相变行为。

I. 引言

二聚体（dimers）指 Resonating Valence Bond
连接两体形成的成双形态。二聚体密铺于晶格之上

的模型最早在经典统计力学领域被提出 [1]，二维
晶格上二聚体密铺问题（不能重叠）的严格数值解，

即有多少种密铺情况的问题于十九世纪六十年代被

解决 [2–4]。随着 Resonating Valence Bond（RVB）
理论的发展，量子二聚体模型（QDM）作为描述短
程 RVB 基态（即只有最近邻自旋磁子之间会形成
Resonating Valence Bond）的模型由 Rokhsar 和
Kivelson 二人提出 [5]。近年来随着其与 RVB 理论
相联系的工作 [6, 7] 的发表，二聚体模型重新引起
了人们的关注，其中一项很重要的工作是对六方晶

格上的有相互作用的量子二聚体模型的相图之研究

[8]。
在以往的研究中，量子情形下的二聚体模型更

受到关注，无论是正方晶格还是六角晶格；正方晶

格上的经典二聚体模型也有较多工作，其中 Fabien
Alet 等人的工作 [9] 表明该体系在低温有序相和高
温相之间经历了 Kosterlitz-Thouless（KT）相变。
因此我们思考六角晶格上的经典二聚体模型有怎样

的相变行为，并且为更直观清晰地理解量子二聚体

模型的有限温相图，我们应用 Monte Carlo 方法
对六方晶格上有相互作用的经典二聚体模型可能发

生的有限温相变进行了研究。我们主要模拟研究了

不同尺寸晶格下体系比热容随温度的变化，发现在

有限温下随温度升高体系存在有序相到无序相的转
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变，并且有可能是 Kosterlitz-Thouless（KT）相变。
另外我们针对经典体系定义了两种不同的序参量，

并比较了它们对体系有序程度以及相变点的表征情

况。为更准确地找到相变点位置，我们学习了 Binder
cumulant的定义并加入模拟研究中。最后我们将不
同温度下每一次测量得到的序参量投点于二维 XY
图中，以期更详细地展示体系相变行为。

文章结构如下，第二部分主要介绍所研究模型

和模拟方法，第三部分讨论热力学量的定义，第四

部分展示模拟结果。

II. 模型和方法

A. 经典 Dimer 模型

图 1: 一个 bond（红线）连接两个单体（蓝点）即为一个 singlet，图为六方晶格
下的一种 singlet 密铺的状态，保证每个格点都与另一格点配对

我们研究的是相互之间有作用的二聚体密铺于

六方晶格之上的这样一个模型（Fig.1）。在对六方
晶格量子体系（QDM）的研究中 [8]，体系哈密顿
量如下：
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HQDM = −tT̂ + vV̂

= −t(| ⟩⟨ |+ h.c.) + v(| ⟩⟨ |+ | ⟩⟨ |)
(1)

其中第一项为动能项，它倾向于使式中类似苯环的

结构旋转 60°，这是考虑量子体系带来的结果；第
二项为势能项，我们研究经典极限下的二聚体模型，

因此只取势能项，它代表所有晶格中二聚体占据位

置形成这样或那样结构的晶格的数目。这样定义与

正方晶格上的经典二聚体模型类似 [9]。因此，体系
的配分函数和能量可定义如下：

Z =
∑
c

exp(−βEc) (2)

Ec = v[N c( ) +N c( )] (3)

配分函数中对 c 求和即是对二聚体密铺于六方晶格
上的所有可能情况求和，能量表示 c 情况下体系能
量正比于式中这两种晶格的数目。v是势能系数，这

里我们取 v = −1，则体系倾向于更多地形成能量

式中所示晶格。模型直观示意图见 Fig.2，这是在以
下模型下低温出现的基态。注意二聚体密铺于晶格

之上要满足不能重叠的原则，即一个格点只能被一

个自旋单体占据。

图 2: 六方晶格的 Dimer 模型中每个格点都与另一个格点配对形成 singlet.(a)
是一种简单的满足所有格点配对的情况，但不是能量最低的状态。(b) 是我们的模

型中基态配对状况，形成了尽可能多的式 (3) 中类似苯环的形状

B. 周期性边界条件

为满足正六边形晶格的对称性，我们设计了菱

形晶格，在如图所示的周期性边界条件下，整个体

系在如图所示的六个方向上是相同的，与六边形晶

格有着相同的对称性。

图 3: 中央的菱形晶格是我们研究的模型，利用周期性边界条件将其对边相连

C. 经典 Dimer 模型中的蒙特卡罗方法

我们采用蒙特卡洛方法 [10] 模拟体系在不同
温度下的状态，主要思想为 Metropolis 重要性
抽样 [11]，简述如下，二聚体密铺情况为 ci 时

体系能量为 Ei，体系在另一种密铺情况 cj 时

能量为 Ej，考虑 exp(−Ej−Ei

kT
) 和 0-1 的随机数

r，若 r < exp(−Ej−Ei

kT
)，则让体系从 ci到达 cj 状态。

Directed-Loop 算法: 二聚体模型中不能通
过一个个翻转 singlet 来实现更新，这是因为在密
铺情况下只翻转一个 singlet 总会导致晶格格点被
自旋单体重复占据，因此必须采用其它方法使几个

singlet 同时翻转来实现新的状态。我们采用 MC
directed-loop 算法 [12] 实现体系状态的更新，即从
所研究晶格上某一格点出发沿着晶格的边随机地连

成一个闭合的环，这里的随机是有条件的随机，必

须保证连接过程中的每相邻两步都走在 singlet 上，
见图 Fig.4。环上的每个 dimer 同时沿环的某个方
向（顺时针或逆时针）移动一步，即得到体系可能

更新到的新状态。该算法能迅速有效地更新体系状

态，并保证所有状态都是体系允许的状态，即晶格

格点不会被自旋单体重复占据。

图 4: 随机选取 loop 更新路径，(a) 图为 loop 更新前，(b) 图为 loop 更新后
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D. 有限尺寸效应 Finite Size Effects

对有限尺寸体系的蒙特卡洛模拟由于尺寸的有

限性，体系热力学量在相变点附近的特性会被削减

[10]，就难以准确判断相变类型并且难以准确计算
临界指数和相变点位置即相变温度等表征相变的热

力学量。因此，我们不断增大体系尺寸进行测量，

以期观察随体系尺寸增大热力学量在相变点附近

变化趋势，以此判断在无限大体系中的相变行为。

另外为更准确地确定相变点位置和体现相变行为，

我们测量体系不同尺寸下的另一热力学量 Binder
cumulant[13]。

III. Dimer 模型中的热力学量

比热容 我们关注体系比热容即每个格点热容随温

度的变化，通过观察比热容随温度的变化行为判断

我们所研究体系的相变行为。由配分函数可知，体

系比热容可如下表示，其中 N 为总格点数。

Cv/N =
⟨E2⟩ − ⟨E⟩2

NkT 2
(4)

两种序参量的定义方式 将正方晶格序参量定义

[9][14][15] 类比于六角晶格，我们定义两种与以往
六方晶格量子二聚体模型研究中 [8] 不同的序参量。

预期体系在低温下会出现这样的有序态（见

Fig.5），看作体系基态，这与六角晶格 QDM的经典
极限（Eq.(1) 中的 v < 0）一致，可称为 columnar
valence bond solids[8]。Fig.5 中，columnar 基态有
三种可能的简并态，定义序参量的出发点是使序参

量能体现并区分这三种简并态。为此我们先依据晶

格的位置将晶格分为三类，具体做法是将晶格的每

列分别以圆、左三角、右三角交替标记，我们将这

一套标记符号称为晶格分类符号；可以注意到在不

同的基态中，singlet 占据成（Fig.5）这种结构的晶
格所对应的晶格分类符号是不同的，因此可将三种

简并态区分开来，此时可将序参量定义如下，

ϕ1 =
3

N
· [N c( )ei0 +N c( )ei

2π
3 +N c( )ei

4π
3 ]

(5)

图 5: 基态的三种简并态：晶格分类符号按规则与晶格固联，三种简并态可通过与
简并态分类符号对应的晶格，即图中灰色晶格来区分

式中 , , 可称为简并态分类符号，通

过上述分析可知，这三种简并态分类符号可代表三

种简并态，序参量定义式将三种简并态分类符号分

别对应于相位为 0、 2π
3
、 4π

3
的三个旋转对称的向

量，并作归一化处理，式中 N 表示总晶格数目。我
们预期低温下体系几乎全部处于基态的一种简并态

下，则根据上述序参量定义，此时体系序参量是朝

三个方向中某一方向的单位向量；预期随着温度升

高，体系的某些区域会进入不同的简并态，形成不

同的 domain，这里的 domain指同一简并态集中形
成的区块，上述定义式中用三种简并态分类符号对

应的晶格数目来表示不同 domain 的大小，高温下
形成不同 domain，随着温度升高不同 domain的大
小逐渐接近，序参量大小逐渐减小。上述定义可类

比于二维 Ising 模型。

预期随温度升高，体系某些区域会进入不同的

简并态，形成不同的 domain。上式三种晶格可分别
代表三种简并态，统计上式三种晶格的数目则分别

代表体系中三种 domain 的大小，将其分别对应于
相位为 0, 2π/3, 4π/3 三个旋转对称的向量，即为我

们定义的序参量。设想低温有序态处于三种简并态

中某一种，则体系 ϕ1 为朝三个方向中某一方向的

单位向量；预期随着温度升高体系某些区域出现另

外两种简并态，形成不同的 domain，当体系完全混
乱，三种 domain 总的面积近似相等，则序参量为
零，这与二维 Ising 模型类似。

但上述定义只考虑 这样晶格的数目，包含信

息有限。因此我们再定义另一种序参量，同样从正

方晶格经典 Dimer 模型类比过来 [9][14]，从 bonds
和格点出发，仍然遵循使序参量能体现并区分三种

简并态的原则，定义序参量如下，
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ϕ2 =
2

N
· {[N c( ) +N c( ) +N c( )] · ei0

+ [N c( ) +N c( ) +N c( )] · ei 2π
3 (6)

+ [N c( ) +N c( ) +N c( )] · ei 4π
3 }

式中 N 表示总格点数。与第一种序参量类

似，我们将体系中格点分为三类，即上方表格中

的三行，上表符号中红色 bond 表示有 singlet
占据，这三类格点分别对应三种基态简并态。

上式表示将三类格点分别对应于在复平面上相

位为 0, 2π/3, 4π/3 三个旋转对称的序参量矢

量，统计该序参量平均值，从而可以体现体系

中不同 domain 的数量，进而体现体系的有序程
度。这与 ϕ1 定义类似，但后一种定义包含更多格

子的信息。我们在研究中同时统计了这两种序参量。

Binder Cumulant 上文已指明，为更准确地确

定相变点位置和体现相变行为，我们测量体系不同

尺寸 Binder cumulant。参考正方晶格经典 Dimer
模型的研究，我们对 Binder cumulant 的定义如下:

Bϕ2
= 1− ⟨ϕ4

2⟩
3⟨ϕ2

2⟩2
(7)

由于计算量问题，我们只考虑了包含更多信息

量的第二种序参量对应的 Binder cumulant。这一
物理量的引入是为了削减有限尺寸效应的影响，突

出相变点行为，更精确地确定相变点位置。

IV. 结果与讨论

比热容 体系比热随温度的变化显示出一个比较光

滑的峰，表明该体系可能存在一个从低温有序相

（columnar phase）到高温无序相的二级相变。但这
与典型的二级相变——二维 Ising 模型的相变不同，
以往对于二维 Ising 模型的蒙特卡洛模拟结果表明
其比热随温度变化的峰会随着体系尺寸的增大而迅

速趋向发散 [16]，而该体系比热变化峰并没有随着
尺寸增大而发散，这与正方晶格上的经典 Dimer模
型的结果类似。这种在相变点附近并不发散的比热

变化表明其很有可能是 KT 相变。

图 6: 不同尺寸下比热容随温度的变化

图 7: 较高温下体系出现的 domain

两种序参量 我们先考虑序参量的模随温度的变化

情况，结果表明我们所定义的两种序参量的模的变

化趋势基本一致。Fig.8中低温时体系序参量模基本
为 1，体系处于某一种基态简并态，序参量为沿定义
中三种方向之一的向量。在比热容变化图所表明的

相变点（0.95K-1.0K）附近，序参量的模随温度升高
迅速减小到接近零，进一步表明在此处温度附近存

在相变行为。高温下序参量的模接近零，体系处于

无序相，体系中出现不同的 domain(Fig.7)，并且高
温下序参量的模接近零的结果表明不同 domain 所
占面积随温度升高趋近相等，这与定义序参量时的

预期一致。另外不同 domain 的形成表明体系并非
完全无序，这是由于二聚体模型本身带来的几何限

制，高温下体系仍保有准长程关联。
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图 8: 不同尺寸的晶格下序参量随温度变化曲线。(a) 为第一种序参量 |ϕ1| 的

定义 Eq.5，(b) 为第二种序参量 |ϕ2| 的定义 Eq.6

Binder cumulant 结果表明，Binder cumulant
量在高温区间较为混乱无规律（Fig.9(a)）。这是
因为在每个温度下的蒙特卡洛模拟我们都采用从

某一基态出发的方式，以期让体系更快地进入准

静态。当温度较低时，体系涨落很小，体系状态

迅速到达准静态，模拟更新次数足以得到一个较

为准确的值，但高温下体系涨落明显，可能更新

到的状态更多，而我们采用的更新次数不变，就

导致最终测量时体系未到达真正的稳态，使得结

果在高温区间较为混乱无规律。另外在高温区间

大尺寸体系的结果与较小尺寸体系的结果偏差较

大，但其 error bar 却较小。这是由于更新次数不
足，体系被困在亚稳态中而并未到达真正的稳态时

就测量，导致大尺寸结果偏差较大但 error bar 却
较小。不过 Binder cumulant 量在前半段的变化
也能表明在相变点附近存在交点的行为（Fig.9(b)）。

图 9: 不同尺寸的晶格在不同温度下对应的 Binder cumulant 变化。(b) 展
示的是 (a) 中黑框部分的细节

序参量变化散点图 为更充分地展示体系的相变行

为，我们将模拟过程中每一次测量的序参量向量显

示于二维 XY 图中（fig.10），以观察体系状态随温
度的变化情况。

图 10: L=48 的六边形晶格在不同温度下的序参量在二维平面上的分布

低温时，体系序参量集中在三个基态简并态附

近，T=0.2K 时体系只处在三个基态简并态上，因
而图中只有三个点；高温时（T=2.0K），序参量均匀
弥散在原点附近的圆内；在相变点（T=0.9K,1.0K）
附近，序参量点呈现出一个不甚尖锐的三角形，这

表明体系在三种简并态间不停变化。我们所研究体

系相变点附近并没有呈现出像正方晶格 Dimer 模
型相变点附近体系出现的 U(1) 对称性，这与前人
的研究结果一致。另外，如果我们只考虑从某一基

态出发，会发现体系更容易跑向初始基态逆时针相

邻的另一基态简并态（Fig.11），我们从相位为 2π
3

的基态简并态出发，从散点图中可以清晰地看出体

系更多地出现在相位为 0 的简并态，而几乎不会出
现在相位为 2π

3
的简并态，因此我们判断体系从某

一简并态出发到另外两种简并态的概率不同。这应

该与体系的几何限制相关，但更具体的原因还有待

进一步探究。

图 11: 从三种简并态中的一种基态出发，序参量在二维平面上的分布
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V. 展望

六角晶格经典二聚体模型不发散的比热容变化

与正方晶格经典二聚体模型 [9] 一致，表明体系有
限温相变很有可能是 KT 相变，但我们仍需要更准
确有效的判据来确定体系的相变类型，比如研究体

系的关联函数。

另外，我们所得到的不同尺寸下热力学量的变

化曲线虽基本光滑，但在相变点附近的误差较大，难

以做更加精细的测量工作，比如临界指数的分析；并

且 Binder cumulant 随温度的变化曲线在后半段的
混乱表明体系蒙特卡洛模拟计算的时间不足。因此

我们还可以延长计算时间得到较为准确的数据，来

做更加精细的分析。

最后，关于该模型从某一基态出发到达另外两

个基态简并态的概率并不相等的问题还需更深入的

探究。
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