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第零章 前言

TBA





第一章 层论

在这一节中，X 是一个拓扑空间.

1.1 交换群层

1.1.1 设 S 是一个拓扑空间，π : S → X 是连续映射，记 S ⊕ S :=

∪x∈X (π−1(x)× π−1(x)), 并在 S ⊕ S 上给定 S × S 的子空间拓扑. 当以
下条件成立时，我们称 (S , π) 为 X 上的一个交换群层（有时会简称 S 为

X 上的一个交换群层）:

(i) π(S ) = X, π : S → X 是局部同胚；

(ii) 对 ∀x ∈ X, Sx := π−1(x) 是一个交换群；

(iii) S ⊕ S → S , (u, v) '→ u− v 是连续映射.

• 对任意开集 V ⊆ X，定义 Γ(V,S ) := {连续映射s : V → S | s(x) ∈
Sx, ∀x ∈ V }. 我们称 s ∈ Γ(V,S ) 为 S 在 V 上的一个截面. Γ(V,S ) 上有

自然的交换群结构：

Γ(V,S )× Γ(V,S ) → Γ(V,S )

(s, t) '→ (s+ t)(x) := s(x) + t(x), ∀x ∈ V.

• 对 ∀s ∈ Γ(V,S ), π ◦ s = idV ⇒ s 是 π 的右逆元. 再由条件(i)可知：

{s(V ) | V ⊆ X是开集, s ∈ Γ(V,S )}是S的一个拓扑基. (1.1)

• 令 0 : X → S , x '→ 0x(Sx的零元), 则 0 ∈ Γ(V,S ).
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4 § 1.1 交换群层

• 任取一个交换群 G, 在 G 上给定离散拓扑，在 GX := G×X 上给定

乘积拓扑. 令 π : GX → X 为自然的投影映射，则 (GX , π) 是 X 上的一个

交换群层. 由定义可知，对任意开集 V ⊆ X, Γ(V,GX) 同构于 {从 V 到 G

的局部常值映射}. 因此，我们称 GX 为常值层.
• 任取 Y ⊆ X, 在 Y ⊆ X 和 SY := π−1(Y ) ⊆ S 给定子空间拓扑，则

(SY , π|SY ) 是 Y 上的一个交换群层.

1.1.2 设 S ′,S 均为 X 上的交换群层，我们称满足如下条件的 ϕ :

S ′ → S 为从 S ′ 到 S 的同态：

(i) ϕ 是连续映射；

(ii) 对 ∀x ∈ X, ϕ(S ′
x) ⊆ Sx 且 ϕ : S ′

x → Sx 是群同态.

• 由
S ′ S

X

ϕ

可知,

ϕ是局部同胚. (1.2)

• 由(1.1)可知：当(ii)成立时，(i) ⇔ ϕ(Γ(V,S ′)) ⊆ (V,S ), 对任意开集

V ⊆ X 成立.

1.1.3 设 (S , π) 是 X 上的交换群层, T ⊆ S 满足：

(i) T 是 S 的开子集；

(ii) T ∩ Sx 是 Sx 的子群 (∀x ∈ X).

由定义可知，(T , π|T )是 X 上的一个交换群层，并且包含映射 T ⊆ S

是从 T 到 S 的同态，我们称 T 为 S 的子层.

练习：设 ϕ : S ′ → S 是层同态，则 Imϕ := ϕ(S ′),Ker ϕ :=

∪x∈Xϕ−1(0x) 分别是 S 和 S ′ 的子层.

• 设 T 是 S 的子层，定义 S /T := .x∈XSx/Tx. 由定义可知：
存在唯一映射 π̃ : S /T → X 使得 π̃−1(x) = Sx/Tx, ∀x ∈ X;
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第一章 层论 5

存在唯一映射 q : S → S /T 使得 q : Sx → Sx/Tx 是商同态,
∀x ∈ X.

在 S /T 上取由 q : S → S /T 确定的商拓扑.
S

S /T X

q π

π̃

⇒ π̃ 是连续映射.

S ⊕ S S

S /T ⊕ S /T S /T

减法

q×q|S⊕S q

减法

⇒S /T 上的减法运算是连续的.

T ⊆ S 是开集⇒ q是开映射. 再由

S

S /T X

q π

π̃

和(1.1)可

知, π̃ 是局部同胚.

因此, (S /T , π̃) 是 X 上的一个交换群层 (商层), q : S → S /T 是层

同态.

• 对任意开集 V ⊆ X,

0 → Γ(V,T ) ↪→ Γ(V,S )
q◦·−→ Γ(V,S /T ) 是正合列, (1.3)

但是，q ◦ · : Γ(V,S ) → Γ(V,S /T ) 一般不是满射：

取 X 为一个连通的 T1-空间, x1 /= x2 ∈ X. 考虑 X 上的常值层

GX = G × X. 令 I := (G×X \ {x1, x2}) ∪ ({0}× {x1, x2}) ⊆ GX , 其中

0 是 G 的零元. 由于 X 是 T1-空间, X \ {x1, x2} 是 X 的开子集. 从而,
I = (G×X \ {x1, x2}) ∪ ({0}×X) 是 GX 的开子集. 再由定义可知 I 是

GX 的子层.

X 连通 ⇒ ∀s ∈ Γ(X,GX) 均为常值映射.
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6 § 1.2 Cěch 上同调

由定义可知：

Γ(X,GX/I )
∼=→ G⊕G

s '→ (s(x1), s(x2)).

⇒ 当 G /= {0} 时, q ◦ · : Γ(X,GX) → Γ(X,GX/I ) 不是满射.

1.2 Cěch 上同调
以下记 S 为 X 上的一个交换群层.

1.2.1 Hq(V ,S ), q ≥ 0, V = {Vλ}λ∈Λ 是 X 的一个开覆盖.

• Cq(V ,S ) :=

{
f ∈

∏
λ0,··· ,λq∈Λ

Γ(Vλ0,··· ,λq ,S )

∣∣∣∣
fλ0···λi···λj ···λq = −fλ0···λj ···λi···λq ,

∀0 ≤ i < j ≤ q.

}
,

其中, Vλ0,··· ,λq := Vλ0 ∩ · · · ∩ Vλq .

Cq(V ,S ) 上有自然的交换群结构.

• 定义

δq : Cq(V ,S ) → Cq+1(V ,S )

f '→ (δqf)λ0···λq+1
:=

q+1∑

i=0

(−1)ifλ0···λ̂i···λq+1

∣∣∣∣∣
Vλ0···λq+1

.

δq 是群同态, 且 δq+1 ◦ δq = 0, ∀q ≥ 0.

记 Zq(V ,S ) := Ker δq, Bq(V ,S ) := Im δq−1, Hq(V ,S ) := Zq(V ,S )/Bq(V ,S ),
∀q ≥ 0, 其中 C−1(V ,S ) := 0, δ−1 := 0.

由定义可得,

σV : Γ(X,S )
∼=−−→ H0(V ,S ) = Z0(V ,S )

s '→ fλ := s|Vλ .
(1.4)

1.2.2 加细
设 V = {Vλ}λ∈Λ, U = {Ua}a∈A是 X 的两个开覆盖,我们称 V 是 U 的

加细 (记作 V 2 U )是指：存在加细映射 ν : Λ → A使得 Vλ ⊆ Uν(λ), ∀λ ∈ Λ.
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