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第一章 度量空间

1.1 度量空间

度量空间是现代数学最重要概念之一．1906年，它由法国数学家M.Fréchet引进.

1.1.1 定义

定定定义义义 1.1.1 (度度度量量量空空空间间间) 设X是一个非空的集合. 如果对于X中的任意两个元素x, y都有一

个实数ρ(x, y)与它们对应, 而且满足下面的条件:

1. ρ(x, y) ! 0, 并且ρ(x, y) = 0 的充要条件是x = y

2. 对称性：ρ(x, y) = ρ(y, x), ∀x, y ∈ X

3. 三角不等式

ρ(x, y) " ρ(x, z) + ρ(z, y), ∀x, y, z ∈ X (1.1)

则(X, ρ)称为度量空间, ρ为X上的度量, ρ(x, y)为点x, y之间的距离.

例例例 1.1.2 在R直线上, 定义距离：

ρ1(x, y) = |x− y|, ∀x, y ∈ R

例例例 1.1.3 在n个实数有序组x = (x1, x2, . . . , xn)全体组成的集合X中, 定义

ρ(x, y) =

√√√√
n∑

i=1

(xi − yi)2 (1.2)

则(X, ρ)是度量空间, 称为n维Euclid空间, 通常记为Rn.

证明： 我们只要验证度量(1.2)满足三角不等式.

设x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn), z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ Rn, 三角不等

式ρ(x, z) " ρ(x, y) + ρ(y, z)可写成

1



2 第一章 度量空间

√√√√
n∑

i=1

(xi − zi)2 "

√√√√
n∑

i=1

(xi − yi)2 +

√√√√
n∑

i=1

(yi − zi)2 (1.3)

令ai = xi − yi, bi = yi − zi(i = 1, 2, · · · , n), 则xi − zi = ai + bi, 上面不等式可以改写成：

√√√√
n∑

i=1

(ai + bi)2 "

√√√√
n∑

i=1

a2i +

√√√√
n∑

i=1

b2i (1.4)

由Cauchy-Schwarz不等式：

(
n∑

i=1

aibi

)2

"
n∑

i=1

a2i ·
n∑

i=1

b2i (1.5)

我们可以得到：

n∑

i=1

(ai + bi)
2 =

n∑

i=1

a2i + 2
n∑

i=1

aibi +
n∑

i=1

b2i

"
n∑

i=1

a2i + 2

√√√√
n∑

i=1

a2i ·
n∑

i=1

b2i +
n∑

i=1

b2i

"





√√√√
n∑

i=1

a2i +

√√√√
n∑

i=1

b2i




2

(1.6)

从而证明了不等式(1.4), 因而也就证明了不等式(1.3). QED.

例例例 1.1.4 考虑同样的n个实数有序组组成的集合X, 但其中的距离由下式

ρ1(x, y) =
n∑

i=1

|xi − yi| (1.7)

定义, Rn
1 = (X, ρ1)也是度量空间.

例例例 1.1.5 再取n个实数有序组组成的集合X, 而其元素之间的距离由公式

ρ∞(x, y) = max
1!i!n

|xi − yi| (1.8)

给出, Rn
∞ = (X, ρ∞)是度量空间.

上面例子表明在同一个集合中, 可以引进不同的度量, 得到不同的度量空间.
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例例例 1.1.6 在闭区间[a, b]上的一切连续实（或复）函数的集C[a, b]中, 定义

ρ(f, g) = max
a!t!b

|f(t)− g(t)| (1.9)

它是C[a, b]中的距离．此空间在分析学中起着极为重要的作用．我们也用此空间点集的同

样记号C[a, b]来记它．

例例例 1.1.7 同样, 考察闭区间[a, b]上的一切连续函数的集, 而距离按下面的公式定义:

ρ(f, g) =

(∫ b

a

|f(t)− g(t)|2 dt
) 1

2

(1.10)

记这个度量空间为C2[a, b], 并称它为具有平方度量的连续函数空间．

三角形不等式可从Cauchy-Schwarz积分不等式

(∫ b

a

|f(t)g(t)| dt
)2

"
∫ b

a

|f(t)|2 dt ·
∫ b

a

|g(t)|2 dt (1.11)

推得.

例例例 1.1.8 平方可和的实(或复)数列全体l2 =

{
x : x = (x1, x2, · · · ),

∞∑
n=1

|xn|2 < ∞
}
, 定义度

量：

ρ(x, y) =

√√√√
∞∑

n=1

|xn − yn|2 (1.12)

这是度量空间.

从不等式|a− b|2 " 2(|a|2+ |b|2)推得, 对一切x, y ∈ l2, 由(1.12)定义的ρ(x, y)都有意义.

现在我们来证明三角形不等式. 设x, y, z ∈ l2, 我们已经知道对于一切n都有：

√√√√
n∑

i=1

(xi − zi)2 "

√√√√
n∑

i=1

(xi − yi)2 +

√√√√
n∑

i=1

(yi − zi)2

"

√√√√
∞∑

i=1

(xi − yi)2 +

√√√√
∞∑

i=1

(yi − zi)2

= ρ(x, y) + ρ(y, z) (1.13)

令n → ∞, 得到：
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ρ(x, z) = lim
n→∞

√√√√
n∑

i=1

(xi − zi)2 " ρ(x, y) + ρ(y, z) (1.14)

三角形不等式成立．

例例例 1.1.9 一切有界实数序列x = (x1, x2, · · · )的集X．令

ρ(x, y) = sup
1!n<∞

|xn − yn| (1.15)

l∞ = (X, ρ)是度量空间

例例例 1.1.10 在n个实数有序组构成的集X中, 定义：

ρp(x, y) =

(
n∑

i=1

|xi − yi|p
) 1

p

(1.16)

其中p ! 1是任意固定的数. (X, ρp)是度量空间, 记为Rn
p

同样, 我们只要验证三角不等式.

设x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn), z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ X,令ai = xi−yi, bi =

yi − zi(i = 1, 2, · · · ), 这时, 三角不等式就化成：

(
n∑

i=1

|ai + bi|p
) 1

p

"
(

n∑

i=1

|ai|p
) 1

p

+

(
n∑

i=1

|bi|p
) 1

p

(1.17)

这就是Minkowski不等式. 当p = 1时Minkowski不等式显然成立. 当p > 1时, 它可以由下面

的Hölder 不等式推出.

n∑

i=1

|aibi| "
(

n∑

i=1

|ai|p
) 1

p
(

n∑

i=1

|bi|q
) 1

q

(1.18)

其中数p, q > 1, 并且满足： 1
p + 1

q = 1

为了证明Hölder不等式, 首先我们应该注意到不等式(1.18)是齐次的．这意味着,

如果对于向量a = (a1, a2, . . . , an), b = (b1, b2, . . . , bn)不等式(1.18)成立, 那么它对于向

量λa与µb(其中λ与µ是任意数)也成立．因此, 只要证明不等式(1.18)在

n∑

i=1

|ai|p =
n∑

i=1

|bi|q = 1 (1.19)

的条件下成立就可以了．
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x0 a

b

y

S1

S2

y = xp-1

x0 a

b

y

S1

S2

y = xp-1

考虑方程y = xp−1(x ! 0)（它的反函数x = yq−1）所确定的平面曲线．由图中可以

看出, 对于任意选取的正数a与b都有S1 + S2 ! ab, 其中S1是x−轴和曲线y = xp−1以及直

线x = a围成图形的面积, S2是y−轴和曲线x = yq−1以及直线y = b围成图形的面积．

S1 =

∫ a

0

xp−1dx =
ap

p
, S2 =

∫ b

0

yq−1dy =
bq

q

于是, 得到不等式

ab " ap

p
+

bq

q

所以

n∑

i=1

|aibi| "
n∑

i=1

|ai|p

p
+

n∑

i=1

|bi|q

q
" 1

p
+

1

q
= 1

当p = 2时, Hölder不等式(1.18)就是Cauchy-Schwarz不等式．

现在, 我们证明Minkowski不等式.
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n∑

i=1

|ai + bi|p =
n∑

i=1

|ai + bi| |ai + bi|p−1

"
n∑

i=1

(|ai|+ |bi|) |ai + bi|p−1

=
n∑

i=1

|ai| |ai + bi|p−1 +
n∑

i=1

|bi| |ai + bi|p−1

"






(
n∑

i=1

|ai|p
) 1

p

+

(
n∑

i=1

|bi|p
) 1

p






(
n∑

i=1

|ai + bi|(p−1)q

) 1
q

(1.20)

由(p− 1)q = p得到：

(
n∑

i=1

|ai + bi|p
) 1

p

"
(

n∑

i=1

|ai|p
) 1

p

+

(
n∑

i=1

|bi|p
) 1

p

(1.21)

从而三角形不等式成立．

从不等式：ab " ap

p + bq

q 也不难推出Hölder积分不等式

∫ b

a

|f(t)g(t)| dt "
(∫ b

a

|f(t)|p dt
) 1

p
(∫ b

a

|g(t)|q dt
) 1

q

(1.22)

对于[a, b]区间上的可测函数f(t)与g(t), 如果|f |p , |g|q ∈ L[a, b], 此不等式是正确的．由此同

样也可得到Minkowski积分不等式

(∫ b

a

|f(t) + g(t)|p dt

) 1
p

"
(∫ b

a

|f(t)|p dt

) 1
p

+

(∫ b

a

|g(t)|p dt

) 1
p

(1.23)

例例例 1.1.11 p方可和的实（复）数列全体lp = {x : x = (x1, x2 · · · ),
∑∞

n=1 |xn|p < ∞}, 定义
度量：

ρ(x, y) =

( ∞∑

n=1

|xn − yn|p
) 1

p

(1.24)

这是度量空间.

由不等式|a+ b|p " (2max {|a| , |b|})p " 2p(|a|p+|b|p),得到对于任意的x, y ∈ lp由(1.24)定

义的ρ(x, y)都有意义.

根据Minkowski不等式：
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(
n∑

i=1

|xi − yi|p
) 1

p

"
(

n∑

i=1

|xi|p
) 1

p

+

(
n∑

i=1

|yi|p
) 1

p

"
( ∞∑

i=1

|xi|p
) 1

p

+

( ∞∑

i=1

|yi|p
) 1

p

(1.25)

令n → ∞得到：

( ∞∑

i=1

|xi − yi|p
) 1

p

"
( ∞∑

i=1

|xi|p
) 1

p

+

( ∞∑

i=1

|yi|p
) 1

p

(1.26)

所以, 在lp三角不等式成立.

例例例 1.1.12 考察闭区间[a, b]上的一切连续函数的集, 定义距离

ρ(f, g) =

(∫ b

a

|f(t)− g(t)|p dt
) 1

p

(1.27)

这是一个度量空间, 记为Cp[a, b]．

例例例 1.1.13 (平平平凡凡凡的的的例例例子子子) 设X是一个非空的集合, 定义如下的距离：

ρ0(x, y) =

{
0, x = y

1, x &= y

1.1.2 子空间

设(X, ρ)是度量空间, A是X的非空子集. 如果对于A中的任意两点x, y ∈ A, 规定

ρA(x, y) = ρ(x, y) (1.28)

则(A, ρA)是度量空间, 称为X的子空间.

用这种方法可以给出无穷多的例子.

1.1.3 积空间

设(X1, ρ1), (X2, ρ2)是两个度量空间, 集合：

X = X1 ×X2 = {(x1, x2) : x1 ∈ X1, x2 ∈ X2}

是X1, X2的乘积空间. 在X中, 我们可以定义以下的度量：
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ρ((x1, x2), (y1, y2)) =
√
ρ1(x1, y1)2 + ρ2(x2, y2)2 (1.29)

ρ((x1, x2), (y1, y2)) = ρ1(x1, y1) + ρ2(x2, y2) (1.30)

ρ((x1, x2), (y1, y2)) = max {ρ1(x1, y1), ρ2(x2, y2)} (1.31)

1.1.4 极限

定定定义义义 1.1.14 (极极极限限限) 设(X, ρ)是度量空间, {xn}∞n=1是X中点列, x0 ∈ X, 称点列{xn}∞n=1 按

照度量ρ收敛于x0, 如果：

lim
n→∞

ρ(xn, x0) = 0 (1.32)

记为 lim
n→∞

xn = x0

在上面的例子中, 各个度量空间中的点列按照度量收敛分别相当于：

度量空间 度量 点列按照度量收敛 lim
k→∞

xk = x0

R1 ρ(x, y) = |x− y| ⇔通常的数列收敛

Rn ρ(x, y) =

√
n∑

i=1
(xi − yi)2 ⇔ lim

k→∞
x(i)
k = x(i)

0 (i = 1, 2, · · · , n)

Rn
1 ρ1(x, y) =

n∑
i=1

|xi − yi| ⇔ lim
k→∞

x(i)
k = x(i)

0 (i = 1, 2, · · · , n)

Rn
∞ ρ∞(x, y) = max

1≤i≤n
|xi − yi| ⇔ lim

k→∞
x(i)
k = x(i)

0 (i = 1, 2, · · · , n)

Rn
p ρp(x, y) =

(
n∑

i=1
|xi − yi|p

) 1
p

⇔ lim
k→∞

x(i)
k = x(i)

0 (i = 1, 2, · · · , n)

lp ρp(x, y) =

( ∞∑
n=1

|xn − yn|p
) 1

p
⇒ lim

k→∞
x(n)
k = x(n)

0 (n = 1, 2, · · · )

l∞ ρ∞(x, y) = sup
1≤n<∞

|xn − yn| ⇒ lim
k→∞

x(n)
k = x(n)

0 (n = 1, 2, · · · )

C[a, b] ρ(x, y) = max
a≤t≤b

|x(t)− y(t)| ⇔ lim
k→∞

xk(t) = x0(t)一致收敛

Cp[a, b] ρ(x, y) =
(∫ b

a |x(t)− y(t)|p dt
) 1

p ⇔函数列 {xk} p−方收敛于x0

平凡空间X ρ(x, y) = δxy ⇔ 存在N , xn = x0 (当n ! N时)

注意：在l2, lp, l∞中, 点列收敛并不等同于点点收敛. 但是我们可以在数列的全

体R∞(或者C∞)中给出一个度量, 使得其中的点列按照度量收敛等价于点点收敛.
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例例例 1.1.15 在R∞中定义距离如下：

ρ(x, y) =
∞∑

n=1

1

2n
|xn − yn|

1 + |xn − yn|
, x = {xn} , y = {yn} ∈ R∞ (1.33)

则(R∞, ρ)是度量空间, 并且R∞中的点列
{
x(k)

}
收敛于

{
x(0)

}
等价于 lim

k→∞
x(k)
n = x(0)

n

(n = 1, 2, · · · ).

设(X, ρ)是度量空间, 我们还可以在X上定义新的度量：

ρ′(x, y) =
ρ(x, y)

1 + ρ(x, y)
, ∀x, y ∈ X

以及度量：

ρ′′(x, y) = log(1 + ρ(x, y)), ∀x, y ∈ X

它们是不同的度量. 但是容易验证, 对于空间X中的点列{xn}, lim
n→∞

xn = x0(ρ) ⇔
lim
n→∞

xn = x0(ρ′) ⇔ lim
n→∞

xn = x0(ρ′′).

习题

1. 设
{
x(m)

}
是度量空间l2中的点列, x(0) ∈ l2, 证明：如果 lim

m→∞
ρ(x(m), x(0)) = 0, 那么对

于任何n, lim
m→∞

∣∣∣x(m)
n − x(0)

n

∣∣∣ = 0, 并举例说明逆命题不正确.

2. 设(X, ρ)是度量空间, 证明：上面引进的ρ′和ρ′′也是X上的度量, 并且其中点列收敛是

一致的.

3. 证明对于例1.1.15中的度量空间(R∞, ρ), 点列按照度量收敛等价于各个分量都收敛.

4. 在三维Euclid空间R3中, 考虑单位球面

S2 =
{
x : x = (x1, x2, x3), x

2
1 + x2

2 + x2
3 = 1

}

对于x, y ∈ S2, 规定d(x, y)为过x, y两点的大圆上以x, y为端点的劣弧的弧长. 证

明d(x, y)是x, y间的距离, 它不是Euclid距离．如果用ρ(x, y)表示Euclid距离, 那末

ρ(x, y) " d(x, y) " π
2 ρ(x, y)

5. X是[0, 1]上多项式全体．当P,Q ∈ X, 记P −Q =
n∑

i=0
aixi, 在X上分别作

ρ1(P,Q) = max
x∈[0,1]

|P (x)−Q(x)|

ρ2(P,Q) =
n∑

i=0

|ai|


