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第一章 实数和直线上的点集

1.1 实数

尽管人们早就在应用实数—-有理数或无理数，然而什么是实数？这个问题直到十九

世纪后半叶才得到严格解决，这是数学史上最令人惊奇的事实之一。这方面的理论大体分

为两类，一类由Cantor(1872)，Méray(1869)和Weierstrass(1860)分别获得的，他们的形式

虽略有差异，但实质是差不多的，这就是我们将要介绍的、以有理数为基础来建立实数的

理论，这种方法具有普遍意义．另一类是Dedekind(1872)的理论．

定定定义义义 1.1.1 • 设a1, a2, · · · , an, · · ·是一列有理数．如果对于任意的正有理数ε，有自然
数N，使得当n,m ≥ N时不等式

|an − am| < ε (1.1)

成立，就称{an}是基本有理数列．

• 设{an}和{bn}是两个基本有理数列，若对任一正有理数ε，有自然数N，使得当n ≥
N时不等式

|an − bn| < ε (1.2)

成立，就称基本有理数列{an}与{bn}相等，记做{an} = {bn}．

• 我们称基本有理数列是实数．规定相等的基本有理数列是同一个实数．实数的全体
记为R。

引引引理理理 1.1.2 基本有理数列{an}是有界的，即存在有理数M，使得对一切自然数n，成立着

|an| ≤ M

证明： 因为{an}是基本有理数列，所以对ε = 1有自然数N，使得当n,m ≥ N 时(1.1)成

立。特别的，有：

|an − aN | < 1

1



2 第一章 实数和直线上的点集

从而当n ≥ N时有

|an| < |aN |+ 1

令M = max {|a1| , |a2| , · · · , |aN |+ 1}，那末M是有理数，而且对一切自然数n都有

|an| ≤ M

QED.

引引引理理理 1.1.3 1. 设{an}与{bn}是两个基本有理数列，那末{an + bn} , {anbn} 都是基本有
理数列．

2. 设{an} , {a′n} , {bn} , {b′n}都是基本有理数列。如果

{an} = {a′n} , {bn} = {b′n}

则有：{an + bn} = {a′n + b′n} , {anbn} = {a′nb′n}

证明： 由引理1.1.2，有正有理数A使得对一切自然数n成立着

|an| < A, |a′n| < A, |bn| < A, |b′n| < A

设ε是一个正有理数，有自然数N使得下列不等式成立

|an − am| < 2ε

A
, |a′n − a′m| < 2ε

A
, ∀n,m ≥ N

|bn − bm| < 2ε

A
, |b′n − b′m| < 2ε

A
, ∀n,m ≥ N

那末当n,m ≥ N时，

|anbn − ambm| = |an(bn − bm) + bm(an − am)|

≤ A |bn − bm|+A |an − am| < ε

所以{anbn}是基本有理数列。又当n ≥ N时，

|anbn − a′nb
′
n| = |an(bn − b′n) + b′n(an − a′n)|

≤ A |bn − b′n|+A |an − a′n| < ε

所以{anbn} = {a′nb′n}．

共余的部分也可以类似地证明． QED.

利用引理1.1.3可以规定实数的运算如下：
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定定定义义义 1.1.4 设a = {an} , b = {bn}是两个实数，称实数{an + bn}为“a加b”的和，记做a+

b；称{anbn}为“a乘b”的积，记做a · b或ab．

引理1.1.3说明了a+ b, a · b是实数，而且有确定的意义。

容易证明下面的定理：

定定定理理理 1.1.5 实数全体R按照上述的加法及乘法成为一个域．换句话说，R 具有下面各项性
质：

1. R按照加法成为交换群：

(a) 当a, b ∈ E1时，a+ b ∈ R

(b) 加法结合律：如果a, b, c ∈ R，那末a+ (b+ c) = (a+ b) + c

(c) 存在零元素0 = {0, 0, · · · } ∈ R，对一切a ∈ R,

a+ 0 = a

(d) 对于每一个a ∈ R，有负元素−a ∈ E，使得

a+ (−a) = 0

(e) 加法交换律：若a, b ∈ R，那末a+ b = b+ a

2. R中的非零元素全体按照乘法成一交换群：

(a) 当a, b ∈ R时，ab ∈ R

(b) 乘法结合律：如果a, b, c ∈ E，那末a(bc) = (ab)c

(c) 存在单位元素1 = {1, 1, · · · } ∈ R，使一切a ∈ R

a · 1 = a

(d) 如果a ∈ R而且a &= 0，那末有逆元素a−1 ∈ R，使得

a · a−1 = 1

(e) 乘法交换律：对任意的a, b ∈ R，有a · b = b · a

3. 乘法与加法之间的分配律：如果a, b, c ∈ R，那末

a · (b+ c) = ab+ ac
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证明： 我们只证明(2d)和(3)．

先对于实数a &= 0, 证明存在逆元素a−1 ∈ R，使得

a · a−1 = 1

设a = {an} ∈ R, a &= 0，那未存在正有理数ε 以及自然数Nε，当n ≥ Nε时，|an| ≥ ε.

不然的话，对每个正有理数ε，在(−ε, ε)中有{an}的无限项，an1 , an2 , · · · , ank , · · · ,
即|ank | < ε,因为{an}是基本数列，有自然数N得当n,m ≥ N时(1.1)成立，取一个nk ≥ N，

那末就知道当n ≥ N时

|an| ≤ |an − ank |+ |ank | < 2ε

由此得到：a = 0．

规定a−1 = {a′n}如下：

a′i =





an, 当n < Nε

1
an

当n ≥ Nε

现在证明{a′n}是基本有理数列．事实上，当n,m ≥ Nε时

|a′n − a′m| =
∣∣∣∣
1

an
− 1

am

∣∣∣∣ =
|an − am|
|anam|

由于对任意的正有理数η，存在自然数N ′，使得当n,m ≥ N ′时，|an − am| < ηε2。又

当n,m ≥ Nε时，|anam| ≥ ε2，从而当n,m ≥ max {Nε, N ′}时成立

|a′n − a′m| < η

所以{a′n}是基本有理数列，因此a−1 = {a′n} ∈ R。由于

a · a−1 =
{
a21, a

2
2, · · · , a2Nε−1, 1, 1, · · · , 1, · · ·

}

这个数列从第Nε项以后全是1，它等于1 = {1, 1, · · · }，因此

a · a−1 = 1

现在来证明3．设a = {an} , b = {bn} , c = {cn}．于是

a · (b+ c) = {an(bn + cn)} = {anbn + ancn}

= {anbn}+ {ancn} = ab+ ac
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其余各项作为练习，请读者自己证明． QED.

我们简记a+ (−b) = a− b，称为a减b的差．容易明白：0− a = −a．

当b &= 0时，简记a · b−1 = a
b (或a/b)，称为a除以b的商，或称为a与b 的比值，也可记

做a : b．

容易看出，如果a = {an} , b = {bn}，那末a− b = {an − bn}；当b &= 0，并且一切bn全

不为0时，ab = {an/bn}．

定定定义义义 1.1.6 设a = {an} , b = {bn}是两个实数.

• 假如有正有理数δ和自然数N，使得当n ≥ N时，

an > δ

那末称a大于0，记为a > 0．

• 如果a− b > 0，就称a大于b，记为a > b；或者称b小于a，记为b < a。

容易证明，若基本有理数列{an} = {a′n} , {bn} = {b′n}，那末当{an} < {bn}时，
{a′n} < {b′n}，所以a < b有确定的意义．

定定定理理理 1.1.7 设a, b是两个实数，那末三个关系

a = b, a < b, a > b

有一个成立，而且只有一个成立．

证明： 因为a = {an} , b = {bn}都是基本有理数列，所以对于任一正有理数ε ，有正整
数N，使得当m ≥ N时有

|am − aN | < ε

2
, |bm − bN | < ε

2

因此

|(am − bm)− (aN − bN )| < ε

也就是

aN − bN − ε < am − bm < aN − bN + ε (1.3)

假如有一个ε和N，使得上式两端aN − bN − ε及aN − bN + ε同号。譬如说是正号，那

末，令aN − bN − ε = δ，当m ≥ N时
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am − bm > δ

这就是说，a > b．类似地如果(1.3)两端同时为负号，可证b > a．

如果对一切正有理数ε，(1.3)两端异号，就是

aN − bN − ε < 0, aN − bN + ε > 0

即

|aN − bN | < ε

因此，由(1.3)，对每个正有理数ε，有自然数N，使当m ≥ N时，

|am − bm| < ε+ |aN − bN | < 2ε

这就证明了a = b．

因此a = b, a < b或a > b三个关系至少有一个成立．至于上述关系不可能有两个同时

成立，容易从定义直接验证． QED.

此外还可以证明，实数的顺序与代数运算之间有下面的基本关系：

定定定理理理 1.1.8 设a, b, c是三个实数，如果a < b，那末a + c < b + c。如果又有0 < c，那

末a · c < b · c．特别地，a > 0与−a < 0是等价的．

定定定义义义 1.1.9 大于0的实数称为正数，小于0的实数称为负数．

设a是实数，记|a|为如下的实数：当a ≥ 0时，|a| = a；当a < 0时，|a| = −a，称|a|为
实数a的绝对值．

容易证明：如果{an}是基本有理数列，a = {an}，那末|a| = {|an|}．

定定定理理理 1.1.10 设a和b都是实数，那末|ab| = |a| |b|，并且

|a+ b| ≤ |a|+ |b|

我们还要把有理数和一部分实数等同起来．对任何有理数r，显然

r̃ = {r, r, · · · , r, · · · }

是一个基本有理数列，即是一个实数，称r̃是相应于有理数r的实数．记R0 为有理数全体，

R̃0是相应于有理数的实数全体．容易看出映照

r '→ r̃
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是R0与R̃0间的一一对应，而且在这个映照下，代数运算和“大小”顺序关系保持不变，

就是说：

˜(r1 + r2) = r̃1 + r̃2, r̃1r2 = r̃1r̃2

r1 < r2 隐含 r̃1 < r̃2

今后我们就把r和r̃等同起来．这是可以的，因为对于实数来说，只要代数运算和大小

顺序没有改变就行了．这样一来，有理数就是实数的一部分了．

我们来证明有理数在实数中是处处稠密的，就是要证明一定存在有理数介于任何两个

不同的实数之间．

定定定理理理 1.1.11 设a, b是两个实数，a < b，那末存在有理数r适合

a < r < b

证明： 设a = {an} , b = {bn}，由于{an} < {bn}，则存在正有理数δ和自然敛N，使得

当n ≥ N时有

bn − an > δ

又因为{an}及{bn}是基本数列，存在N1 ≥ N，使得当m,n ≥ N1时

|an − am| < δ

4
, |bn − bm| < δ

4

取r = bN1 − δ
2，这是有理数，并且当m ≥ N1时有

bm − r = bm − bN1 +
δ

2
>
δ

4
> 0

所以{bm} > {r}；又当m ≥ N1时，

r − am = bN1 − aN1 + aN1 − am − δ

2
>
δ

4
> 0

即{r} > {an}． QED.

习题

1. 设x, y是两个实数，我们记x ∨ y = max {x, y}，记x ∧ y = min {x, y}。证明

(a) (x ∧ y) ∧ z = x ∧ (y ∧ z)



8 第一章 实数和直线上的点集

(b) x ∧ y + x ∨ y = x+ y

(c) (−x) ∧ (−y) = −(x ∨ y)

(d) x ∨ y + z = (x+ z) ∨ (y + z)

(e) 如果z ≥ 0，那么z(x ∨ y) = (zx) ∨ (zy)

2. 证明：

(a) |xy| = |x| · |y|

(b) |x+ y| ≤ |x|+ |y|

(c) |x| = x ∨ (−x)

(d) x ∨ y = 1
2(x+ y + |x− y|)

(e) 如果−y ≤ x ≤ y，那么|x| ≤ y

1.2 实数列的极限

利用实数理论，我们可以证明极限理论中的几个基本定理．

定定定义义义 1.2.1 设{an}是一实数列．如果有实数a适合如下的条件：对于任何正实数ε，有自

然数N，使得当n ≥ N时成立

|an − a| < ε

那末称实数列{an}收敛于极限a，记做 lim
n→∞

an = a

定定定理理理 1.2.2 (Cauchy收收收敛敛敛原原原理理理) 数列{an}收敛的充要条件是：对于任一正(实)数ε，有自

然数N，使得当n,m ≥ N时

|an − am| < ε

证明： 必要性是显然的，我们只要证明充分性．为便于理解，在下面的证明过程中，暂

时仍然把有理数和对应于有理数r的实数r̃ = {r}区别开来．

充分性的证明：对于实数an，存在有理数xn，使相应的实数x̃n满足：

an < x̃n < an +

(̃
1

n

)

对于任一正有理数δ，由假设，存在自然数N(不妨取N > 4
δ )，使得当n,m ≥ N时，

|an − am| <
(̃
δ

4

)


