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引言

爱因斯坦称: 世界的永恒之谜在于它的可理解性. 宇宙是高度数学化的,
它要遵循各种逻辑. 宇宙遵循的各种自然规律总能通过微分方程来表达. 同时,
微分方程还可帮助人们发现未知的自然规律, 提升科技, 拯救生命等. 笔者认
为, 微分方程已发展为一个大国的战略基础学科.
数学物理方程主要是指从物理学及其他各门自然科学中所产生的偏微分

方程 (有时也包括与此相关的积分方程, 积分微分方程等). 它们反映了未知函
数及其偏导数 (通常是关于时间和空间变量) 的关系. 本课程将介绍数学物理
方程中最基础性的理论.
首先, 我们介绍一般的偏微分方程的基本定义与类别.
含有未知函数偏导数的方程称为偏微分方程 (Partial Differential Equa-

tion).
设 k 为正整数, Ω 为 Rn 中的连通区域, u : Ω → R 为未知函数. Ω 上的

k 阶偏微分方程的一般表达式为

F (Dku, · · · , u, x) = 0, x ∈ Ω,

这里 F : Rnk × · · · × R × Ω → R 为给定的光滑函数, Dku 为 u 的 k 阶偏

导数. 特别地, 当 F 关于 Dku, · · · , u 均线性时, 方程
∑

|α|≤k

aα(x)D
αu = f(x), x ∈ Ω

称为 k 阶线性偏微分方程, 这里 α = (α1, · · · ,αn), |α| = α1 + · · ·+ αn,

Dαu =
∂α1+···+αn

∂xα1
1 · · · ∂xαn

n
u.

以下是几个重要的线性偏微分方程的例子:

• 调和 (Laplace) 方程

∆u ≡
n∑

i=1

∂2u

∂x2
i

= 0,

1
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其中 ∆ 称为 Laplace 算子.

• 泊松 (Poisson) 方程
−∆u = f.

• 热方程
∂tu−∆u = 0.

• 反应扩散方程
∂tu−∆u = f.

• 波方程
∂2
t u−∆u = f.

• 弹性力学方程组

∂2
tu− µ∆u− (λ+ µ)∇divu = f.

• 薛定谔 (Schrödinger) 方程

i∂tu+∆u = 0.

• 麦克斯韦 (Maxwell) 方程组





∂tE = curlB,

∂tB = −curlE,

divE = divB = 0.

• 柯西– 黎曼 (Cauchy - Riemann) 方程组




∂xu = ∂yv,

∂yu = −∂xv.

若 F 关于 u 的最高阶导数项是线性的, 非线性只出现在函数 u 及其低阶

导数项里, 则称这类方程为半线性偏微分方程. 以下是几个重要的半线性偏微
分方程的例子:

• 纳维– 斯托克斯 (Navier - Stokes) 方程组 (µ > 0)




∂tu+ (u ·∇)u− µ∆u = −∇p,

divu = 0.
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• Korteweg - de Vries (KdV) 方程

∂tu+ u∂xu+ ∂3
xu = 0.

• 布莱克– 斯科尔斯 (Black - Scholes) 方程

∂tV +
1

2
σ2S2 ∂2

SV + rS ∂SV − rV = 0.

若最高阶导数的系数仅依赖于函数 u 及其低阶导数项, 则称这类方程为拟
线性偏微分方程. 以下是几个重要的拟线性偏微分方程的例子:

• 守恒律方程组
∂tu+ divF (u) = 0.

• 极小曲面方程 (Minimal surface equation)

div
( Du

(1 + |Du|2) 1
2

)
= 0.

• 爱因斯坦 (Einstein) 场方程

Gµν + Λgµν =
8πG

c4
Tµν .

• 杨– 米尔斯 (Yang - Mills) 方程

∂µF a
µν + gfabcAµbF c

µν = 0.

若 F 关于 u 的最高阶导数项也是非线性的, 则称这类方程为完全非线性
偏微分方程. 以下是几个重要的完全非线性偏微分方程的例子:

• Hamilton - Jacobi 方程

∂tu+H(Du, x) = 0.

• 蒙日– 安培 (Monge - Ampère) 方程

detD2u = f.

从上面的这些例子, 我们可以看出偏微分方程的来源非常广泛, 其中最重
要的来源是来自物理, 力学等学科 (如弹性力学, 流体力学, 电动力学, 量子力
学等), 以及来自数学学科的其它分支 (如复变函数, 微分几何, 控制理论等).
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对于这些数理方程, 乃至一般的偏微分方程的研究推动了这些学科及领域的发
展, 甚至成为某些学科及领域研究的核心内容. 随着现代科技的发展, 偏微分
方程在物理, 力学以外的学科 (如生物, 材料, 经济, 管理等), 以及在众多工程
技术领域 (如航空, 航天, 金融, 电力, 水利等) 都发挥着越来越重要的作用. 这
也使得偏微分方程成为了纯粹数学与各门自然科学及工程技术等领域的一个

重要桥梁, 是数学应用的一个重要工具.
那么, 研究偏微分方程到底是研究些什么内容呢? 一般来说, 偏微分方程

研究的主要目的是求偏微分方程的解并研究解的性质.
对于一个偏微分方程来说, 如果一个函数, 具有方程中所需要的各阶连续

偏导数, 且将其代入方程时恒成立, 则称此函数为该偏微分方程的经典解, 在本
书中也简称为解. 除了经典解, 人们还针对不同的偏微分方程拓展了解的范畴,
引入了广义解, 这使得数学理论更为完备, 还可以解释经典解无法解释的现象
(例如激波现象).
一般而言, 满足偏微分方程的解是不唯一的, 为了确定一个偏微分方程的

解, 还需要给出一些定解条件. 偏微分方程与定解条件一起组成定解问题. 要
求偏微分方程定解问题的解并研究解的性质, 首要的问题是: 定解问题的提法
是否合适? 例如, 这个定解问题的解是否一定存在? 在什么函数空间中存在?
这就是解的存在性问题. 这个定解问题的解如果存在, 是否只有唯一一个? 这
就是解的唯一性问题. 此外, 还要考虑解的稳定性问题 (或称为解对定解条件
中出现的函数或者方程的参数或函数的连续依赖性问题), 即当定解条件中出
现的函数或方程的参数或函数作微小的变化时, 问题的解是否也作很小的变
化. 定解问题的存在性, 唯一性和稳定性统称为定解问题的适定性.
得到了解的适定性以后, 人们往往还会进一步研究偏微分方程 (定解问题)

解的性质. 例如, 解有多么光滑, 这就是解的正则性; 由解定义的某种 “物理量”
是否会在有限时间内趋向于无穷, 这就是解的爆破; 解是否随着时间趋于无穷
而衰减到 0 或是趋向于某个平衡态, 这就是解的渐近性态等等.
由于科学研究的自然逻辑演化, 同时受到很多实际问题的驱动, 人们一旦

得到了数学物理方程解的适定性 (可称为正问题) 以后, 还会继续研究相应的
反问题. 所谓反问题, 一般是指根据事物的演化结果, 由可观测的现象来探求
事物的内部规律, 例如参数辨识, 也可指根据事物发展的需要或者目标, 寻求系
统参数所满足的条件, 例如控制问题等.
除了研究数学物理方程的正问题及反问题相关的数学理论, 根据实际应用

的需要, 人们还研究数学物理方程的数值解法及计算方法.
以上这些内容是数学物理方程, 乃至一般的偏微分方程的基本研究对象.
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那么, 要如何开展数学物理方程 (偏微分方程) 的研究呢? 著名数学家, 教
育家李大潜提出, 开展偏微分方程研究, 要把握三点要领: 1) 重视物理模型的
驱动; 2) 重视常微分方程的驱动; 3) 重视科学计算的驱动.
从实际应用的需求出发, 通过物理规律和数学建模导出偏微分方程模型及

其定解问题, 再利用各种数学工具得到偏微分方程正问题和反问题的数学理
论. 在具体的场景下, 还会通过数值方法给出原问题的数值模拟, 再与实际问
题的数据进行对照, 并将原模型加以检验修正. 经过多次如上循环, 最终形成
与实际相符的偏微分方程模型, 进而解决相应的实际问题. 这整个过程就充分
体现了关于偏微分方程各个方面的研究在数学应用各个环节中所发挥的重要

作用.
最后, 让我们回到本书. 本书的编写目的是作为高水平本科院校的数学专

业的高年级本科生, 研究生数学物理方程 (或偏微分方程) 课程的教材. 本书
的主要内容为三类典型的数学物理方程 (调和方程, 热方程, 波方程) 的物理来
源, 定解问题的提法与适定性理论, 以及相应的 (经典) 解的性质. 其中, 我们
将重点介绍研究偏微分方程的一些重要方法, 如极值原理, 格林函数法, 分离变
量法, Fourier 变换法, 能量积分法等.
为什么选择这三个二阶偏微分方程来讲呢? 因为调和方程, 热方程和波方

程这三个方程反映了三类不同的物理现象, 最具典型意义, 处理方法上也最具
代表性.
为了内容的完整性, 我们在这里简单叙述一下二阶线性偏微分方程的分

类. 二阶线性偏微分方程的一般形式为
n∑

i,j=1

aij∂xixju+
n∑

k=1

bk∂xku+ cu = f, x ∈ Ω,

其中 aij , bk, c, f 是区域 Ω ⊂ Rn 上适当光滑的函数, 且满足 aij = aji. 对某点
x0 ∈ Ω, 作关于 λ ∈ Rn 的二次型

A(λ) =
n∑

i,j=1

aij(x0)λiλj .

若 A(λ) 在 x0 点为正定或负定, 则称该二阶偏微分方程在 x0 点为椭圆型的;
若 A(λ) 在 x0 点为退化的 (即矩阵 (aij(x0)) 至少有一个零特征值), 则称该二
阶方程在 x0 点为抛物型的1; 若 A(λ) 在 x0 点非退化, 也不为正定或负定, 且
矩阵 (aij(x0)) 有 n− 1 个同号的特征值, 则称该二阶方程在 x0 点为双曲型的.

1二次型 A(λ) 退化的情形很复杂, 因此定义抛物型方程时, 往往对方程系数再加上其他一些限制, 以使其
与具 n 个自变量的热方程有许多相似的性质.
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若该二阶方程在区域 Ω 中每点处都是椭圆型 (或抛物型, 或双曲型) 的, 则称
该方程是椭圆型 (或抛物型, 或双曲型) 方程.
容易知道, 调和方程是典型的椭圆型方程, 热方程是典型的抛物型方程, 波

方程是典型的双曲型方程. 这三个数学物理方程分别描述了三种不同的物理现
象, 因此在定解问题的提法, 解的性质及研究方法方面, 三者之间有许多本质的
差异. 同时, 这三个数学物理方程又分别反映了各自类型的偏微分方程所具有
的一些共性特征, 可以作为相应类型偏微分方程的典型代表.
我们希望读者通过使用本书, 能从物理模型和数学理论两个方面, 把握这

三类数学物理方程定解问题提法及其适定性理论的异同点, 能掌握研究偏微分
方程适定性的一些重要方法, 为进一步学习偏微分方程现代方法, 微分方程数
值解, 控制理论与几何分析等内容打下基础.
限于编者的水平, 不妥及错漏之处在所难免, 恳请广大读者批评指正.

编者于 2022 年春
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